بسم الله الرحمن الرحيم 


أحمد الله و اشكره و أثنى عليه أن أعاننى 
و وفقنى لتقديم هذا الكتاب من مجموعة 
" المميز" 
فى الرياضيات لأقدمه لأبنائى المتعلمين 
و إخوانى المعلمين و الذى راعيت فيه 
تقديم المادة العلمية بطريقة مبسطة و ممتعة 
مدللاً بأمثلة محلولة ثم تدريبات على كيفية 
الحل ثم تمارين متنوعة و متدرجة لتناسب 
كل المستويات 
متمنياً أن ينال رضاكم و ثقتكم التى أعتز بها 
و الله لا يضيع أجر من أحسن عملا 
و هو ولی التوفيق 


S 
احمد الشنننوہی‎ 


أولاً : التفاضل 


* النهايات - الإتصال 
* الإشتقاق - نطليقات على المشتقة الأولى 


* سلوك الدالة و رسم منحناها 


ثانياً : التكامل 


* خصائص التكامل 
* تكامل بعض الدوال المثلثية 


* بعض تطبيقات التكامل 


التفاضل و التكامل 


نهاية الدالة المعرفة بأكثر من قاعدة 
الإتصال عند نقطة 
الإتصال على فترة 
الإشتقاق 
قابلية الشتقاق 
الإشتقاق الضمنى ‏ المشتقلت العليا 
تطبيقات على المشتقة الأولى 
المعدلات الزمنية 
سلوك الدالة - رسم منحناها 
تزاید و تناقص الدوال 
القيم العظمى و الصغرى المحلية 
القيم العظمى و الصغرى المطلقة 
التحدب لأعلى و لأسفل و نقط الإنقلب 
رسم منحنيات الدوال 
التكامل 
خصائص التكامل 
تكامل بعض الدوال المثلثية 
بعض تطبيقات دالتكامل 
إرشادات التفاضل و التكامل 


حمد التىنتوری موجه ریاضیات 
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6( نھ حاص ے ١ں‏ نھ طا = ١‏ (حيث س مقاسة بالتقدير الدائرى ) 


ہس ے4 ۰ س 
س 


EEE 
_ تذکر ما یلی : تھا خاس‎ 


طا م س 
س ¢ 
)١(‏ إذا كانت د (س ) كثيرة حدود من أى درجة فإن : e gma‏ س + ٠‏ بپ س 


: 
a T= 


ا نهاية الدوال المعرفة بأكثر من قاعدة 
(؟) إذا كانت د (س ) على الصورة سا فان : a‏ 
u‏ تمهيد : " الإفتراب من اليمين و من اليسار من فيمه معينه '" 
: ن غ e‏ نعلم أن كل عدد حقيقى تمثله نقطة على خط الأعداد س ١‏ س 
س ےم سم ٠.‏ ۴ وكل نقطة على خط الأعداد تعبر عن عدد حقيقى س 
فإذا كانت نقطة س تتحرك على خط الأعداد مقتربة 
(۳) إا کانت د (س ) داله کسریه جبریه و لتکن د (س ) = من النقطة م التی تمثل العدد ۳ فان س تعین عدداً یختلف عن ۳ أى : س = ٣‏ +ه 
2 : و عندما: هھ > ۰ فان :س >" 
یرتا حدود ٠‏ فلايجاد 2 e ٣‏ ا 
e‏ ا ا و فتقترب س من العدد ۳ و ذلك من خلال قیم آکبر من ۳ کان تأخذ س القيم : 
نت : SS‏ 0 : 
نوجد د ( ') ف ۳۱ ۰ ۳,۰۱ ۰ ۳,۰۰۱ يقال فی هذه الحاله أن س تقترب من ۳ من جهه اليمين 
عدداً حقيقى > الصفر . + 
فان : نها د(س)=د(م) و تکتب "سس ہے ۲ ٠‏ 
عددا حقیقی س + م ۰ 
عدداً حقيقى > الصفر و عندما: ه < ۰ فإن : س <۲ 
ون ےم دار سس ) کون فتقترب س من العدد ۳ و ذلك من خلال قیم أکبر من ۳ كأن تأخذ س القيم : 
۲,۹۹۹٩ ۰ ۲,۹۹٩ ۰ ۹‏ يقال فى هذه الحالة أن س تقترب من ۳ من جهة اليمين 
غير معرفه أی لیس لها وجود - 
و تکتب '' س ے۳ ' 


النهاية اليمنى و النهاية اليسرى : 


٠ اش‎ : 


)د( )= 


۳ )د (۲) = ت فيلزم التخلص من العامل ( س - ) من كل من البسط و المقام 


إما بالتحليل أو القسمة المطولة و ذلك قبل إيجاد د ( )٠‏ 
إدا کانت د ( س ) = ن 
)٤(‏ إذا كانت د ( س ) دالة كسرية جبرية تحتوى على جذور تربيعية و كان : د (") ح د اق 


صفر الإقتراب من اليمين > ج الإقتراب من اليسار 


بملاحظة الجدول التالى نجد : 


فيلزم التذ ن العا ضرب البسط و المقام فى مرافق البسط اأ 
فیلزم لتخلص من مل ( س - ) بضرب البسط و المقام فى مرافق البسط أو س ار اہر ار ے ۳ ج و۲۹۹ ٥۹ ٩۹۹|‏ 
المقام أو کلیهما 


د( س ) | ارا ا١ر‏ ١١ر٦‏ ے ١‏ ب ٥٩44۹٩۹‏ ٩ه‏ ډوه 


: بالنسبة لنهاية الدوال المثلثية‎ )١( 
 ددعلا من جهة اليمين فإن د ( س ) تقترب من‎ ٣ ا) نهاحاس دحا »نها حتاس = حتا" › عندما تقترب س من العدد‎ 
٦ من جهة اليمين تساوى‎ ٣ و يقال أن النهاية اليمنى للدالة عندما تقترب س من العدد‎ e ا‎ 


٦=) أو د(۳‎ ٦= طا س = طام حیث: + اخلط )رہ3 صہ و يعبر عن ذلك : ن د (س)‎ TF 
“ جن‎ 
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و بالمثل النهاية اليسرى للدالة = ٠‏ عندما تقترب س من العدد ۳ من جهة اليسار 
ای ان اا دوہی )ے١‏ ای ۴7 )= 
س ے۳٣‏ 
ا 
الدالة د ( س ) تؤول للنهاية ل عندما س ب إذا و فقط إذا كانت نهايتاها اليمنى و 
الیسری عند ۲ موجودتین و کل منهما تساوى ل أى أن : 
۹ » 0 »۰ + 1 
نها د ( س )= ل إذا و فقط إذا كان :د ( ۲ ) دد(" )دل 


س م 
* ملاحظات : 
* إذا كانت قاعدة الدالة مختلفة على يمين و يسار مباشرة يلزم فى هذه الحالة بحث 
+ ج ۰ e E‏ 
کل من د ( م (“ د( ) إن وجدتا يتم المقارنه بينهما كما يلى : 


. + 0 
* إذاكان :د(۲ )= د( )=ل فإن: م د( س )= ل 
F a‏ 0 
* إذاكان :د (" )< درم د( س لین ا وجرد 
س > 
* أما إذا كانت قاعدة الدالة واحدة على يمين و يسار مباشرة فيمكن بحث نهاية مباشرة 
* إذا كانت الدالة معرفة على ] ٠‏ › ب [ أو [ ٠۲‏ ب ] فلبحث نهاية الدالة عند أو ب 
نلاحظ : 
)١(‏ الدالة معرفة على يمين ٠‏ فقط فعند البحث عن mA‏ د ( س ) یکتفی 
بالنهاية اليمنى فقط و تعتبر هى نهاية الدالة إن وجدت 
(؟)الدالة معرفة على يسار ب فقط فعند البحث عن د ( س ) یکتفی 
بالنهاية اليسرى فقط و تعتبر هى نهاية الدالة إن وجدت 


مثال [] 


: 
ہس + ؟ > س > = ا 
ابحث وجود : 

۲ سس + ۳ > سس >-۲ 


تاکتت د )=| 


م د (س) › ووس) : م د(س) 


س ے۳٣‏ ہس + ۔- ۳ 


الک 


موجه ریاصیات 
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2 2 ؟ 
الدالة لها نفس القاعدة على يمين و يسار س = ۳ مباشرة و هى :د ( س )= س +؟ 


نها _ صا ت ك 
ہے پک( ا یں ےم ( س + ؟) = ۲+۹ = ۱۱ 
> قاعدة الدالة على يسار س = - ؟ تختلف عن قاعدتها على یمین س = - 
. يجب بحث كلا من النهاية اليمنى و النهاية اليسرى للدالة عند س = - 

+ ؟ 
د )- نها(س +) )= 1١‏ 


_ س > ۲ 
> د( ؟ ) = نها( ۲ س + )= ا۱ 
س + ؟ 


د3 )+ د(۲ ) نها د( س ) لیس لها وجود 


س >+ ؟ 
> الدالة لها نفس القاعدة على يمين و يسار س = - ۳ مباشرة 
و ھی :د ( س ) = ۲ سس + ۳ 
“. نهل د (س) > نها ) > س + ۳ )= - ۳+٦‏ =۳ 
ہس + ۔- ۳ 


ہس ے+۔- ۳ 


تدریب [1] 
س + ۳ عندما س <۱ 

أبحث وجود : 
۲-٦‏ س عدما س ١>‏ 


إذا كانت سد 


٣‏ د(س) ۰ کے د(س) ۰ کے د(س) 


ہس ے٤‏ س 4 


ڪا س ٤۳‏ 


إذا كان للدائة د درس ٠‏ سد '؟ 
٥‏ س + ل س + ۱۲ 
نهاية عند س د ٣‏ أوجد قيمة لك 
الا د 
نها د ( س ) موجودة 


س ے۳٣‏ 


د( = د(۳ 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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5 


٤٣ ہس‎ 


٤ 
نا( ٥س + لے س + ؟۱)‎ 


س ے۳٣‏ 


ااا 


ٌ _ ۳ 
نن ے۴ س 


×( = 400 — 
و منها :ل = ٤‏ 


)1( إذا کانت : د ( س ) 


e 
: تدریب [؟]‎ 
١ < چن عندما س‎ 


إذا كان للدالة د : د ( س ) = 


کن ج ني عندما س> ١‏ (۲) إذا كانت :د (س ) = 


کت ست ۹ اجا ن 
نماد( س) ¢ 
س +۱ 
It‏ 
س طتا س > سس > ۰ 
عند س 


أبحث وجود نهاية الدالة د : د ( س ) = 
حاس +حتاس ۰ س>۰ (۳) إذا کانت : د (س ) = 
الخ ے 
د( تم 
ہس ے ۰ 
نها ( حا س + حتا س ) = ۰+ ۱= ۱ 
س سے ۰ 


د۰3 )د۰3 ) 


نے 


کے ۱ 


نھ ا د ( سس ) 


1 
ا 


نھ ا د ( س ) = ۱ 
ہں ے4 ۰ 
عند =1 
تدریب [۳] 8 

۳ س قتا س »> سس > ` 
أبحث وجود نهاية الدالة د : د ( س ) = 


س + ۳ حتا س س > `۰ 


: أبحث وجود نهاية الدالة د‎ )١( 


= ) أبحث وجود نهاية الدالة د : د ( س‎ )٤( 
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تمارین ( ۱ ) 


٣س‏ + ۱ عندما س < ۱ ِ 
أوجد كلا من : 
قن اص ی * 


نھا د( س) « ناا د(س) 
ہس ے۱ ہس ے 


٤<س‎ <١ 

أوجد كلا من : 
> < س <" 

٥ ن‎ 

نهاد(س) ¢ 

س 


٤ے‎ 


نها د( س) 
سس ے4 ۰ 


؟ س 


۰ E 
< ۽ < س‎ ES 


أوجد كلا من : 


) د ( س‎ e 


سم 
< 
۳ س +۸ > س > ۱ 


> س + ٩‏ > س <۱ 


د ( س ) = ٤‏ 
٥ہ‏ ہس ٤‏ س + ۱۲ عندما س > ۳ 
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( س + ۳) ۹٩-‏ 
)١(‏ إذا كانت : د (س) = . 
س + ٦‏ 


ارچ ا درس 


جا ٣‏ سن_ 
(۷) إذا کانت : د (س ) = . 
حتا ٣‏ س عندما سس > ` 


عندما س < `۰ 


أوجد سے د (س) 


خاۆن = 


۴ ۴ سس ؟ 
(۹) ابحث وجود نهاية الداله د : د ( س ) = 
٤‏ ٢س‏ 


عند س = ؟ 


f 
س +۲ س -هہ‎ 


۱ 
)۱١(‏ إذاکانت : د (س) = . 


۳ س + ٥ہ‏ 


لها نهاية عند س = ١‏ أوجد قيمة ٠‏ 


»> س > ؟ 


»> س < ؟ 


عندما س < ۱ 


عندما س >۱ 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


= ) إذا كان للدالة د : د ( س‎ )١١( 


نهاية عند س - ٠‏ أوجد قيمة ى 


( س + -۱ 


س 
لے س - حاس 
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س حتا س 
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س > ۰ 


»> س < ۰ 


(۱۳) إذا کانت : د (س ) = س | س ۱ |+ ۳ أوجد كلا من : 


a 


e e: 


حمد التنتوری 
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أولاً : إتصال دالة عند نقطة : 
بملاحظة الشكلين المقابلين نجد : 


التمثيل البيانى للدالة ليس به ثغرة أو 
قفزة لذا يقال أن هذه الدالة متصلة عند 
س = ؟ 


التمثيل البيانى للدالة به ثغرة أو قفزة 
لذا يقال أن هذه الدالة غير متصلة عند 
س = ؟ 
تعريف : 
إذا كانت الدالة د معرفة على فترة ما و كانت ٠‏ تنتمى إلى هذه الفترة نقول أن د متصلة 
ن ٠‏ إذا و فقط إذا كانت : نها = 
عن ۵ إداو إدا e mL‏ د (۲) 
أى نستنتج أن : 
شروط إتصال دالة عند نقطة : 
تكون الدالة د ( س ) عند س = م إذا تحققت الشروط الثلاثة التالية مجتمعة : 
)١(‏ د ( س ) معرفة عند س = م أى أن :د (۲) موجودة 
(۲) نها د(س) لهاوجود ‏ (۳) نهاد(س)= د(م) 
س + س + 
* ملاحظات : 


إذا لم يتحقق شرط واحد من الشروط الثلاثة السابقة فإن : 
د ( س ) تكون غير متصلة عند س = م 


موجه ریاصیات 
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* إذا كانت د ( س ) معرفة عند س = ٠‏ > م د( س) لها وجود 

و كانت الدالة غير متصلة عند س = م لأن ا # د(٥)‏ 
س > 

ت درس در) 

س + ۱ 


ثل [۱] ابحث إتصل لدلد ( س د[ 


١> س عدما س‎ ۲-٦ 
د سن د‎ 
الخاح‎ 
د()=°‎ 
س)- ؛‎ ۲-٦ ( د(۱ تھا‎ > 
س ے۱‎ 
٤ = )۳ + د(۱ ) - تھا ( س‎ > 
س ے۱‎ 


د3 )د۱3 ) نهاد(س)=؛ () 
نے 


من )١(‏ › (؟) ينتج : الدالة متصلة عند س = ١‏ 


° 
٤٣ ہس‎ 


کے علدما س < ۳ 
تدريب ]١[‏ إبحث إتصال الدالة د ( س ) = من ٠‏ 


٤ 
۳ > س + ۱۲ عندما س‎ ٤ سس‎ ٥ہ‎ 
۳" = عند س‎ 
TD 
= ) مثال [؟] إذا كانت : د (س‎ 
۰٠۰ = س‎ } 


أوجد قيمة م التى تجعل د متصلة عند س = ۰ 


> سس .۰ 


الحلس 
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د( )= تھسا د ( س ) 


۴ ہس +۹ ۳ + ۳ 
r 5‏ اس ۹+ 
س ۳+1 


2 د ( س ) متصلة عند س = ٠۰‏ 


تدریب [؟] إذا کانت : د (س ) = 
۴ س + ٥ہ‏ 


أوجد قيمة م التى تجعل د متصلة عند س = ۰ 


ثانياً : إتصال دالة على فترة : 
تعريف : 
)١(‏ إذا كانت الدالة معرفة على ف =  ]‏ › ب [ فإن الدالة تكون متصلة على ف إذا كانت 
متصلة عند كل نقطة تنتمى لهذه الفترة 
(؟) إذا كانت الدالة معرفة على ف = [ ٠ ٠‏ ب ] فإن الدالة تكون متصلة على ف إذا 
تحققت الشروط التالية : )١(‏ الدالة متصلة على  ]‏ »ب [ 
(ب) الدالة متصلة من اليمين عند ' (ح) الدالة متصلة من اليسار عند ب 
ملاحظة : 
إذا كانت الدالة غير متصلة عند ح 3 ] ۲ ٠‏ ب [ فإنها تكون غير متصلة على ] ۲٠ب‏ [ 
نظرية : 
إذا كانت : الدالتان د, »> د" معرفتان على ف =] ۲ ٠‏ ب [ و كانت متصلتين على ف 
فان : كلا من الدوال التالية تكون متصلة على ف : 
د 
)١(‏ د ± (؟) د × (۳) د حیت د ( سس ) # ۰ 
نتانج : بعض أنماط الدوال المتصلة 
* دوال كثيرات الحدود متصلة على .ح أو أى فترة جزئية من ح 
* الدوال الكسرية الجبرية متصلة على ح أو أى فترة جزئية من ح ماعدا عند 
أصفار دالة المقام 


موجه ریاصیات 
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* دالة الجيب و دالة جيب التمام متصلة على أو أى فترة جزئية من ح 
* دالة الظل متصلة على .ح أو أى فترة جزئية من ح ماعدا عند النقط 
سس =± + cT +4 TE + T‏ 
۳ س + ۱ > - ۳< س < ؟ 
مثال [۳] أبحث إتصال للدالة د دسا 
الكل 
° د ( س ) = ۳ س + ۱ 
د ( س ) كثيرة حدود 


س +" »> ؟< س <° 


لکل س 23[-۰۳؟] 
. د ( س ) متصلة على [- ۳ ›؟ ] 
:د ( س ) = س + ٣‏ لكل س 3] [٠*۰۲‏ 
د ( س ) كثيرة حدود . د ( س ) متصلة على ] ؟ › [٠‏ 
> د( )= نها ( س + ۷)٣‏ 
8 س > ؟ 
د(؟ )= نها ( ۳ س+ا۱) =۷ 

س > ؟ 

( (3= (=D 


د( )= o E‏ د ( س ) متصلة من اليمين عند س = )٤( ٠‏ 
یں د 


د( = ۷ 


". د ( س ) متصلة عند س = ؟ (۳) 


د (ہ) نها( س + ..)٣‏ د ( س ) متصلة من اليسار عند س = ° )°( 
س +° 


من (۱) ۰ (۲) ۰ (۳) )٤( ٠‏ › () ينتج أن : د ( س ) متصلة على [- ۳ ٠١»‏ ] 
جر 


تدريب [۳] أبحث إتصال للدالة د : د ( س ) =؟ س ١+‏ 
٣‏ س -؟ 
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) ٩ ( تمارین‎ 


س > ۰< س <۱ 
)١(‏ أبحث إتصال الدالة د :د (س )أ٣‏ س+ا١ <١١‏ س<"؟ 


٦ < س‎ <۳ > ٤+ ہں‎ 


(۳) أبحث إتصال الدالة دسا 


لى س 
أوجد قيم لى › ٣‏ 


اذاکتت دناد د( س ا 


۱۱=)( > 


= ) إذا كان للدالة د :د ( س‎ )١( 
٥ سس‎ 
٣ »› أوجد قيمة كل من لى‎ ٩ - متصلة عند س‎ 


س( م + س ) + م 
A= 0 ۹‏ .` 
)١(‏ إذا كانت الدالة د : د ( س ) = 
۴سس۱ 
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Et 1‏ 
(۷) إذا كان للدالة د : د ( س ) = - 


؟ ل س + ٦‏ > س >۱ 


متصلة عند س - ١‏ أوجد فيمة لى 

من ت 

۰ @ = 
(۸) إذا كانت الدالةد :د (س )أ 
٤‏ سس + ۱ 


متصلة عند س = ١‏ أوجد قيمة رہ 


¢ 
۲ < س‎ <١ > ٤+ ہں‎ 


»> ؟< س <° 


)٩(‏ أبحث إتصال للدالة د : ا 
س 


س < ۱١‏ 
)٠١(‏ إذا كانت الدالةد :د ( س ) - الك س+ ۴ ›-ا١<‏ س < 
٣‏ 


۳ س + ۱ ¢ 


س ۴ ۰ س>؟ 
متصلة على أوجد قيمة كل من لى ٠»‏ 
لى س + ۷ › 
)1١(‏ إذا كانت الدالةد :د (س) س +م <١-»‏ س<؟ 
٣‏ س+لك ۰ س>؟ 
متصلة على ح أوجد قيمة كل من لى ٠»‏ 


۱١ < س‎ 


طا ؟ س 
09ا کات الدالةد :درس )ا +0 
س + لك 
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الإشتقاق 
تذكر قواعد الإشتقاق ( تطبق فقط على الدوال القابلة للإشتقاق ) التالية : 
* إذا كانت الدالة ص = د ( س ) = لے '' ثابت ' 


: / 
فان : د ( س  )‏ کگ ' ۔ صفر 


ره / 2 
٭ إذاکانت : د (س ) = سس 'رہ 3ع "' فإن: د ( س )=رہ س 
* الحالات المختلفة : 


: / - ر 
(۱) إذاکانت :د ( س )= لیے فاإن: دا(س)۔ کہ 
س 


(۲) إذاكانت :د ( س )= أك فإن: 


: / 
(۲) إداكان :ل > ) فإن: د ( س )= 


1 1 / 
(ب ) إداکان :ل < ٣‏ فان: د ( س )= 


حالة خاصة : 


: / 
إذا کانت : د ( س ) = ا سس فإن: د ( س )= 


۱ 
٤ا‏ س 


* إذا كانت د » مر دالتين قابلتين للإشتقاق بالنسبة للمتغير س فإن : 


/ / 
a 


() ک ( 


ءِ س 
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إذا كانت : د ( س ) = حاس کد جن = کا جن 

إذا کانت : د ( س ) = حتا س فإن: د ( س )=- حاس 

إذا كانت : د ( س ) = طا س ق د ’)قا ن 

إذا كانت : د ( س ) = حا( س +ب) فان : د( سس ) = حتا ( ۴سس + ب) 
إذا كانت : د ( س ) = حتا( س + ب ) فإن :د ( س )=- حا( س +ب) 
إذا كانت : د ( س ) = طا( س + ب) فان : د( س) = قا ( س +ب) 
حیث : ' › ب ٿابتان 


قابلية الإشتقاق : 


نعلم أن : المشتقة الأولى للدالة ص دد( س ) هى : 


۶ء = ني 1 د ( س+ھ)-د(س) 
ء س ھ ے۰ هھ 


. 


تعریف : 
تكون الدالة ص - د ( س ) قابلة للإشتقاق عند نقطة س = م تنتمى لمجال الدالة 


إذاكان : ( ءَج )ى _, لهاوجود أى : 


; د ( + هھ)-در() 
e SS‏ 
هھ ے ۰ 
ملاحظات : 

)١(‏ إذا كانت النقطة س = ٠‏ تنتمى لمجال تعريف الدالة و كانت الدالة يتغير تعريفها 
فى يمين و يسار النقطة س = ل فعند البحث عن قابلية الإشتقاق عند س = م 

لابد من بحث المشتقة اليمنى و المشتقة اليسرى للدالة عند س = ٠‏ حيث : 
ا 1 + j‏ د ( + هھ)-در(') 
المشتقة اليمنى = د( )_ ناا بد 


هھ ے ۰ 


٤‏ د ( + ھ)-در() 
re‏ 


هھ ے ۰ 
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و المقارنة بينهما فإذا كان : 
أولاً: دأ( م ) =دأر ١‏ ) فإن : الدالة تكون قابلة للإشتقاق عند س = م 
ثانياً: د(٠‏ ) # دأ( ۲ ) فإنها غير قابلة للإشتقاق عند س = ٠‏ 
(؟) لبحث قابلية الإشتقاق يجب إيجادد (۲ )»د(٠‏ ) 
أما إذا كانت الدالة قابلة للإشتقاق فتشتق الدالة باستخدام قواعد الإشتقاق مباشرة 
(۳) إذا كانت الدالة ص - د ( س ) معرفة على [ | › ب ] فإنه عند بحث قابلية الإشتقاق 
عند س = م يكتفى ببحث تحقق وجود المشتقة اليمنى فقط › و فى حالة وجودها 
تكون هى مشتقة الدالة › و عند بحث قابلية الإشتقاق عند س = ب يكتفى ببحث 
تحقق وجود المشتقة اليمنى فقط › و فى حالة وجودها تكون هى مشتقة الدالة 


نظرية : 
* إذا كانت الدالة ص - د ( س ) قابلة للإشتقاق عند س = ٠‏ فإنها تكون متصلة 
عند نفس النف لنقطة 


ملاحظات : 
* عكس النظرية غير صحيح دائماً أى أنه إذا كانت الدالة متصلة عند نقطة فليس شرطاً 
أن تكون قابلة للإشتقاق عند هذه النقطة 
فى حين الدالة القابلة للإشتقاق عند نقطة تكون متصلة عند نفس النقطة 
* إذا كانت الدالة غير متصلة عند س = فإنها تكون غير قابلة للإشتقاق عندها 


1 ۲ س 
مثال ]١[‏ إذا كانت :د (س) = ؟ 
سس ١+‏ 
فأبحث قابلية إشتقاقها عند س = ١‏ 
آتخاے 
> دا( ) E a A rs‏ 


EEE‏ هھ 


ّ 
١+ ؟هھ+ه‎ +١ 


Pasa] 8 + /‏ 
۰د )۱ ( E‏ هھ > ا هھ 


_ نها ) ؟+4)= ؟ 


هھ ے4 ۰ 
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/ + / - 
<2( ( = د (۱ ) 
د (س ) قابلة للإشتقاق عند س ١=‏ 
۲ س ٤+‏ »› س < ٣‏ 


تدريب ]١[‏ إذا كانت : د = ؟ 
ب (س) ld‏ 


فأبحث إتصالھا عند س = ۳ ثم أبحث قابلية إشتقاقھا عند س = ٣‏ 


م س +لى »س <۱ 


مثال [؟] إذا كانت الدالة د (س ) = 
سس > ۱ 


سس ٣۳‏ 
قابلة للإشتقاق عند س = ١‏ أوجد م » لى 
الحا 
د قابلة للإشتقاق عند س 
د(۱ )=د(ا ) 
/ + / - 
¢ د (۱ ( = د (۱ ( 
بالتعويض فى )١(‏ ينتج : ك 


م س +لى ۰› س < ٣‏ 


< 
سس +" > س > ۳ 


تدریب [؟] ذاعتت دناد ری = | 


قابلة للإشتقاق عند س = ۳ أوجد م » لك 
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الدالة الضمنية - الإشتقاق الضمنى : 


* الدالة الصريحة هى : دالة على الصورة : ص = د ( س ) 
* الدالة الضمنية هى : دالة على الصورة : د ( س › ص ) = ` 

و الإشتقاق فى هذه الحالة يسمى إشتقاق ضمنى 
ملاحظات ؛ 

2 ء ص‎ E 

إدا کانت : ص = [ د ( س ) ] فان : = رہ |د( س)] 
* إذا كانت : ص دالة قابلة للإشتقاق بالنسبة إلى س فإن : 
ء۶ 


ره رہ-۱ 
ء س ( ص) = رہ ( ص ) ص 


/ 
× د( س) 


* سواء كانت الدالة المعطاة على صورة دالة صريحة أو دالة ضمنية فإنه يمكن إيجاد 
مشتقتها الأولى مباشرة من قاعدة الإرتباط 


فإذا تأملنا الدالة : س + ص" = > نجد أنها تمثل دالتين صريحتين هما : 


> المشتقة الأولى لقاعدة الإقتران : س + ص = ؛ بالإشتقاق بالنسبة إلى سس 
ء ص ےم اھاء ۶ء ص ہے ت 
ھی : ۲ س + ۲ ص صب rS E‏ 


مثال [۳] أوجد ےك لکل مما یلی : 


ولا : س + ص + ٣‏ س ؛ ص د ١‏ ثانیاً : حتا >٤‏ س = حا ص 


موجه ریاصیات 
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« 


اول ۰ ء ص 5 ءع ص 
ولا : ۲ س + ۲ صا ےی +۳ ع = 


ص 


گە ( ۲ ص - )= -( ۲ س +۳) .. 


ثائیاً: ٤‏ حا ٤‏ سس د ٣‏ حتا ٣م‏ کس 


تدریب [۳] أوجد گا لکل مما یل : 


ا ۳ ۳ 8 و 
أولا: سس + ص - ۲ س +۴۳ ص = ٥ہ‏ انیا : طا٤؛‏ س = حا؟ ص 


المشتقات العليا للدالة ؛ 


إذا كانت الدالة ص = د ( س ) قابلة للإشتقاق عدة مرات بالنسبة إلى س فإن : 


/ 1| E 
المشتقة الأولى لها داله فى س و هی : ص او د ( س)‎ * 
أو ج " معدل تغير ص بالنسبة للمتغير س"‎ 
/l ۹ 
ء ص‎ e. المشتقة الثانة ةذ‎ * 
المشتقة الثانية لها داله فى س و هى : ج ( او ص‎ 
۲ 


/l 
أو د (س) أو ع‎ 
ءِ س‎ 


7 ۲ ا‎ lL 
المشتقه الثالتة لها داله فى س و هى : چ َء سپ ) او ص‎ * 


ء س 


1 Mm, 
أو د (س) او ع پد‎ 
۶ 


NNR‏ و هکذا 
ای ۱ 
ملاحظات ۰ 


* إذا كانت : ص = د ( ع ) دالة قابلة للإشتقاق عدة مرات بالنسبة إلى ع 
> ع = م ( س ) دالة قابلة للإشتقاق عدة مرات بالنسبة إلى س فإن : 
۲ 
E *‏ ء ص 
ء س ءس ) ء س ( 
* إذا كانت : ص = د ( س ) ۰ ع = سم ( س ) دالتان قابلتان للإشتقاق عدة مرات 
بالنسبة إلى س فإن : 
ء ص 
۶ع 
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مثال ]٤[‏ أوجد المشتقة الثالثة للدالة : تمارین ( ۳ ) 


§ ۳ ٤ 
سب+ہ‎ ٦+ س٤:‎ - ص = س +۳ س‎ 
الحل‎ 
= أبحث قابلية الدالة د :د (س)‎ )١( ف غ وا د‎ 


۲ /l 
٤ ۸ - س +۱۸ س‎ ۱۲ = 


تدريب ]٤[‏ أوجد المشتقة الخامسة للدالة : 
ص = ۴ س - حا ۲ س (؟) إذا كانت الدالة د :د ( س ) = 


مثال ]٥[‏ إِذا کان : س ص = حتا سس أثبت أن : س ج قابلة للإشتقاق عند س = ١‏ 
لحل 
بالإشتقاق مرتين بالنسبة إلى س نجد: 


س ءص + ص = - حاس 
ء س 


ړ ۶ا ېړ ءص (۳) إذا كان للدالة د : د (س) = 
ون ء۶ س ء س 
: 
. ء ص ء ص 
E i‏ + سس ص 
TER‏ ء س 


قابلة للإشتقاق مرتين عند س = ١‏ 


تدریب ]٩[‏ اذا کان ۰ = حا أثبت أن : ٠ء‏ ص اک = 
ر إدا دان : ص = س حا س ابت ان : س + س + ۲ ص = م 
°1 ون" 2 )٤(‏ إذا كانت الدالة د : د ( س ) = 


قابلة للإشتقاق عند س - > › و متوسط تغيرها عندما تتغير س من ١‏ إلى ۳ يساوی 1,9 


۲ 


٤ ؟‎ ۳ ٠ 
إذاکان : ص = س +۲ » = س +۳ اوجد عندما س=؟‎ )٥( 
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اکان س س“ 


(۷) إذا کان : 


(۸) إذاکانت : ص = ( س + را ١‏ + س 


١ 


1 
(۱+ س ) غا ہس 
ء س 


(۹) إذا كانت : ص = د ( س ) ۰ ع = م ( س ) أثبت أن : 


ر ( س) 


)٠١(‏ إذا کانت : د ( سں) = رح 


حیث و ( س ) › سم ( س ) دالتان قابلتان 
/ 

۳ ی (ك) 

انبت أن :د ( )= س 
)ك( 


/ 
بالإشتقاق بالنسبة عند س دل ۰ د ( ك) = ۰ 


yT‏ بالنسبة إلى ات 


عندما س=ا۱ 
س +۱ 


)۱١(‏ أوجد معدل تغير 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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)٠١(‏ إدا کانت : ص = لے س + م س 


عندما س = ١‏ 
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ءِ س 


أوجد قيمة كل من : لى › ٣‏ 


7 / ۳ < 
)۱١(‏ إدا کانت :د ( س ) +د ( س )= س ٥+‏ س + س + ؟ 


ا 
اوجد د ( سس) 
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تطبيقات على المشتقة الأولى 
ا * إستخدام المشتقة الأولى لإيجاد ميل المماس لمنحنى و العمودى عليه 
ولاً : التطبيق الهندسى : )١(‏ ميل المماس لمنحنى الدالة ص = د ( س ) عند النقطة ( س »ص ,) 


تذکر ها ينی : ٤‏ / 
* طرق إيجاد ميل الخط المستقيم a‏ 


: ميل الخط المستقيم المار بالنقطتين‎ )١( 
= س ۰ص ) »بپ ( س » ص ) هو: م‎ ( 

)؟( إذا كانت معادلة الخط المستقيم هى : ص = م س + ¬ 

فإن ميل الخط المستقيم هو : ٣‏ 
)۳( إذا كانت معادلة الخط المستقيم هى : | ہں + بپ ص + حح = ٠‏ 

فان ميل الخط المستقيم هو : م حأ 

)٤(‏ ميل المستقيم الذى يصنع مع الإتجاه الموجب لمحور السينات زاوية قياسها ه 

هو : ٣‏ =طاھ 

و یکون : کڪ إذا كان المستقيم يوازى محور السينات 

> م > ٠‏ إذا كان المستقيم يصنع زاوية حادة الإتجاه الموجب لمحور مع السينات 

> م < ٠‏ إذا كان المستقيم يصنع زاوية منفرجة مع الإتجاه الموجب لمحور السينات 
* ملاحظة : 

إذاكان : ٣ >» ٣‏ ميلا المستقيمان ل › ل فإن: 

ل // ك إذاکان: = ع › لل ل إذاكان: ,»× ب = -ا١‏ 
* قواعد عامة 
)١(‏ أى نقطة تقع على منحنى تحقق معادلته 
(؟) لإيجاد نقط تقاطع منحنيين متقاطعين تحل معادلتيهما معاً 
(۳) ميل منحنى عند نقطة عليه هو ميل المماس للمنحنى عند هذه النقطة 
)٤(‏ العمودى على منحنى عند نقطة عليه هو المستقيم العمودى على المماس 

للمنحنى عند هذه النقطة 
(°) زاوية التقاطع بين مستقيم و منحنى هى الزاوية المحصورة بين المستقيم 

و المماس للمنحنى عند نقطة التقاطع 
)١(‏ زاوية التقاطع بين منحنيين هى الزاوية بين المماسيين للمنحنى عند نقط 

تقاطع المنحنيين › إذا كان قياس الزاوية بين المماسيين لمنحنيين عند نقط 

تقاطع المنحنيين قائمة كان المنحنيان متقاطعيين على التعامد 


(؟) ميل العمودى على منحنى الدالة ص = د ( س ) عند النقطة ( س › ص ) 


(۳) المماس لمنحنى الدالة ص = د (س ) عند النقطة ( س › ص ) الواقعة 
عليه يصنع زاوية قياسها ه مع الإتجاه الموجب لمحور السينات فإن : 

طاهھ =[ ص ] 

( سد“ صم ) 


= صفر إذا كان المماس يوازى محور السينات 
> ۰ إذا كان المماس يصنع زاوية حادة مع الإتجاه 
الموجب لمحور السينات 


٠ <‏ إذا كان المماس يصنع زاوية منفرجة مع 
الإتجاه الموجب لمحور السينات 

غير معرف ( ± ) إذا كان المماس يوازى محور 
الصادات 


* معادلتا المماس لمنحنى و العمودى عليه : 


: معادلة المماس للمنحنى ص = د ( س ) عند النقطة ( س »ص ) هى‎ )١( 
/ 

ص ص = (٣‏ س - س,) حیث: ۲= [ ص ] 

( س ۰ ص ) 


(؟) معادلة العمودى للمنحنى ص = د (س) عند النقطة ( س »ص ) هى : 


: / 
ص ۔ ص = ا ( س ۔ س) حيت : ۲=[ ص ] 
0 ( س 


ص ) 
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مثال ]١[‏ أوجد معادلة كل من المماس و العمودى عليه للمنحنى 
؟ ؟ oS‏ 
س - ٤:‏ س إ+ص دا؟ عند النقطة ( ٤ ٠٥‏ ) 
لا 
/ / 
س ٤‏ صصص ٠=‏ ...ص = 
> عند النقطة ( ٠ ٠ ١‏ ) : ميل المماس =- ” 
. معادلة المماس هى : ص - ؛ = - ل (س -ه١)‏ 
ای : ٣‏ ہس ٠ = ۳١۔ص ٤+‏ 
> معادلة العمودى عليه هى : ص ٤ = ٤‏ ( س )١-‏ 
أی : ٣‏ ص ٤‏ س ٠۸+‏ 


ج ا ل من القدانن ي ادى عو الفنطى 
س + ۲ سس - ٣‏ ص + ص" + ۲ = ٠‏ عند النقطة ( ١٠١۲‏ ) 


مثال [] أوجد النقط الواقعة على المنحنى سأ + ص" = ۸ و التى يكون عندها المماس 
للمنحنى عمودياً على المستقيم ص = ٤‏ - س 


الحلصد 


۲ ہس + ۲ ص ص =۰ 

١ - = ميل المستقيم‎ "٠ > 

من (۱) ینتج : ص = - س 

»> من معادلة المنحنى ينتج : س = ؛ 

. النقط هى : (؟ ٠د‏ ؟) › (-؟ ۰؟) 


تدريب [؟]أوجد النقط الواقعة على المنحنی س + ص + ٣س‏ + ص د 
و التى يكون عندها المماس للمنحنى عمودياً على المستقيم ۳ ص + س ١=‏ 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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خ 8 ؟ ۳ 
مثال [۳] إذا کان المنحنیان ص = س + لے س +ل » ص = س س -س+ م 


متماسان عند النقطة ( - ٠ ١‏ ) أوجد قيم لى »ل › م ثم أوجد معادلة المماس 
المشترك لهما عند هذه النقطة 

الال ص 

النقطة (- ١ء O a E ) ١‏ فة معادلتهما 

0» ك-50‎ e 

=. Cl ¢ 
OT / 

> ص للمنحنى الأول = > س + لك 


:عد التقطة 7 ٠١‏ ): :عا = ؟ج+لك 


ص للمنحنی الثانی = ٣‏ س - ۽ س ١‏ 
> عند النقطة(-١»٠)‏ :ص =٣+٣-١د؛‏ 
- +ل = و منها: لى = ٦‏ 
> بالتعویض فی (۱) ینتج : ل = ° 
> . المماس المشترك يمر بالنقطة (- ١ › ١‏ ) و ميله = > 


. معادلة المماس المشترك هى : ص = ؛ ( س )١+‏ 
ای : ٤‏ سس - ص + ٠= ٤‏ 


< ۴ ._» ۹ * 

مثال [۳] إِذا کان المنحنیان ص = س + لے س +ل › ص= م س س 
متماسان عند النقطة ( ۸٠>‏ ) أوجدقيم لى »ل › م ثم أوجد معادلة المماس 
المشترك لهما عند هذه النقطة 
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) ٤ ( تمارین‎ 


(۱) إذا كان ميل المماس للمنحنى ص = س - ١‏ يساوى - + أوجد معادلة هذا المماس 


2 4 ؟ ؟ 
(؟) أوجد معادله كل من المماس و العمودى عليه للمنحنى س )> س ص - ص = ١‏ 
عند النقطة ( ١ء ٠١‏ ) 


(۳) أوجد النقط الواقعة على المنحنى ص = س" و التى يمر المماس للمنحنى عندها 
بالنقطة ( ٤‏ ¢ °( 


)٤(‏ ثبت أن : المماس لمنحنی الدالة ص = س | س | ۳ س عند النقطة س = ؟ 
يوازى العمودى على المنحنى عند النقطة س = ١‏ و أوجد معادلة كل منهما 


۳ ا‎ ٤ 
آوجد قیم لے › ل › رہ حتی یکون لمنحنین الدالتین : ص = لے س + ل س‎ )٥( 

> ص = رہ سس - سس مماس مشترك عند النقطة ( - ١‏ › ؟) و أوجد معادلته 

۲ ۲ . n 
س‎ ١ = لمنحنیین ص = س ¢ ص‎ ١: اثبت ان‎ )٦( 
) المماسات متعامدة‎ ( 


متقاطعين على التعامد 
أ “a‏ ۰ ؟ 
(۷) أوجد قيم لى › ل › رہ الحقيقية حتى يكون المنحنيين ص = لى س › 
؟ EÇ 0 0 o‏ 
ص = ل - رہ س متقاطعین علی التعامد عند النقطة ر ع ج) 


۴ ؟ ؟ 
(۸) أوجد معادلتى المماسيين للمنحنى س + ص = ه٠‏ و الذى كل منهما يميل على المحور 
السينى الموجب بزاوية طلها يساوى > 


)٩(‏ أوجد معادلة المماس الذى يمر بالنقطة ( ۱ ۰ - ؛ ) و یمس المنحنی ص = س - س 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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)٠١(‏ إذا كان العمودى للمنحنى ص = ٤‏ - س عند النقطة ( ١‏ › ۳ ) يقطع المنحنى مرة 
أخرى عند النقطة لى أوجد معادلة المماس عند النقطة لى 


)١١(‏ أوجد مساحة المثلث المكون من محور السينات و المماس و العمودى عند النقطة 
« _. ۲ 
(- ۰۱ ؟ ) للمنحنى ٤‏ ص = ٩‏ - س 


)٠١(‏ نقطة تتحرك على المنحنى ص = س - ٠١‏ س أوجد موقع هذه النقطة عند اللحظة 
التى يصنع فيها المماس و العمودى عليه مع محور السينات مثلث متساوى الساقين 


)١١(‏ أوجد النقطة الواقعة على محور الصادات بحيث يصنع المماسان المرسومان منها 
للمنحنى ص = - س و المستقيم المار بنقطة التماس مثلث متساوى الأضلاع 


)٠١(‏ أوجد معادلتى المماس و العمودى عليه للمنحنی ص = حا؟ س - حتا؛ س 


عند س = + ط 


)٠١(‏ علق سلك کهربائی بین حاملین رأسیین ۾ ب › د ء 
إرتفاع كل منهما ٠١‏ م »و المسافة بينهما ٣٠‏ م 
فى نفس المستوى الأفقى بحيث يصنع السلك شكلاً 
لدالة تربيعية فإذا ربط الحامل م ب بسلك 
مشدود عمودياً على منحنى السلك الكهربائى 
عند " » و ربط الطرف الآخر عند لى له 
> ب » ء على إستقامة واحدة و كان أقل 
إرتفاع لسلك الكهرباء عن سطح الأرض ٠۸‏ م أوجد 
طول لے ب > و إذا قطع المماس عند م ح ء فی نقطة رہ 
أوجد مساحة شبه المنحرف ب و رہ 
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ثانياً : المعدلات الزمنية المرتبطة 
TT‏ ۾ ءص 2 ب 
* إذا كانت : ص = ( س ) فإن : ج هو معدل تغير ص بالنسبه إلى سس 
* إذا وجدت علاقة بين عدة متغيرات مثل : س › ص ٠‏ ع ona‏ 
باشتقاق هذه العلاقة بالنسبة للزمن رہ تنتج علاقة بين المعدلات الزمنية لهذه المتغيرات : 
ع ي ع 


ء n‏ ء۶ 


٭ إذا کان : ص = ( س ) › س = ص ( رہ ) فان : 


* خطوات حل مسائل المعدلات الزمنية : 


تحديد المعطى والمطلوب مع الرسم إن أمكن 
إيجاد علاقة رياضية تربط بين المتغيرات في المعطى والمطلوب 


© 
٠‏ اشتقاق طرفي العلاقة بالنسبة للزمن 
٠‏ التعويض بالمعطى لإيجاد المطلوب 


* ملاحظات : 
* إذا كان معدل التغير يزداد تكون إشارته موجبة إ مثلاً : يتمدد › يبتعد » يصب ماء ) 
* إذا كان معدل التغير يتناقص تكون إشارته سالبة إ مثلاً : يتسرب » يقترب › ينزلق £ 
* العلاقة الرياضية يمكن أن تكون إ محيط › مساحة › حجم › نظرية فيثاغورث »› تشابه 
مثلثات › أو علاقة معطاة في السؤال ... ؟ 
* التعويض بالمعطى يكون بعد اشتقاق العلاقة 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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U 2 ۳ ۲ ._» ECO 0 *‏ 
مثال ]١[‏ تتحرك نقطة على المنحنی س + س ص + ص = ه١‏ بحيث يتزايد إحداثيها 
الصادى بمعدل ؟ وحدة / ث أوجد معدل تغير إحداثيها السينى عند النقطة 


a ۳ ٣ ._«» ECO 0 .‏ 0 
تدريب ]١[‏ تتحرك نقطة على المنحنى س + س ص + ص = ١‏ بحيث يتناقص إحداثيها 
السينى بمعدل ا وحدة / ث أوجد معدل تغير إحداثيها الصادى عند النقطة 
)١- ۰٩ (‏ 


مثال [؟] رجل طوله ٠۸١‏ سم يسير بسرعة /٣ ٦‏ د فى خط مستقيم متجهاً نحو قاعدة مصباح 


يرتفع عن سطح الأرض بمقدار ٠١‏ سم أوجد معدل تغير طول ظل الرجل 
الحا 


فى الشكل المقابل : ' ب = إرتفاع المصباح › ء ه = طول الرجل هھ 
> سس = ب ء = المسافة التى تحركها الرجل »> ص = ء ح = طول ظل الرجل 
»ف = م ب = بعد راس الرجل عن المصباح 


٣.‏ س + ۲ص = ٥١‏ ص 


۶ ءص کے ی کے 
E‏ رہ ع E ٠‏ د 
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تدريب [؟] رجل طوله ٠٠١‏ سم يسير بسرعة ؟ /٣‏ د فى خط مستقيم متجهاً نحو قاعدة 
مصباح يرتفع عن سطح الأرض بمقدار ٠٠٠١‏ سم أوجد معدل تغير طول ظل الرجل 


مثال [۳] إذا كان طولا ضلعى القائمة فى مثلث قائم الزاوية هما ۸ سم» “٠‏ سم و كان طول 
الضلع الأول يتناقص بمعدل ± سم / دقيقة » و طول الضلع الثانى يتزايد بمعدل 
١‏ سم / دقيقة أوجد : معدل تزايد مساحة المثلث بعد ٣‏ دقائق هھ 
¢ الزمن الذى بعده تنعدم الزيادة 

الحا 

من الشكل المقابل : بعد رہ دقيقة 


ب ء۶ -۸٣‏ + رہ »> په =+ ر 


)۸ ۶ب ھ) "م "=+ (۸- 


مثال [۳] إِذا کان طولا ضلعى القائمة فى مثلث قائم الزاوية هما ٠١‏ سم › ۱٦‏ سم و کان 
طول الضلع الأول يزداد بمعدل > سم / دقيقة ٠‏ و طول الضلع الثانى يتناقص 
بمعدل ١‏ سم / دقيقة أوجد : معدل تزايد مساحة المثلث بعد دقيقتين 
¢ الزمن الذى بعده تنعدم الزيادة 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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) ١ ( تمارین‎ 


۲ 
)١(‏ تتحرك نقطة على المنحنى ص = ٥‏ س - س بحيث يتناقص إحداثيها الصادى 
بمعدل + وحدة / ث أوجد معدل تغير ميل المنحنى بالنسبة للزمن عند س = ٣‏ 


ECO 0 ٣ ۲ ._« TY mae 0‏ ۴ 
(؟) تتحرك نقطة على المنحنى س + ص =۸ عين موضع النقطة عند اللحظة التى 
يتساوى فيها معدل تغير إحداثيها السينى بالنسبة للزمن مع معدل تغير إحداثيها الصادى 

بالنسبة للزمن 
(۳) صفيحة مستطيلة الشكل طولها يساوى ٤‏ طول قطرها تنكمش بإنتظام فينكمش طولها فى 
لحظة بمعدل ٠١‏ سم / ث و تنكمش مساحتها فى نفس اللحظة بمعدل ٠١‏ سم / ث أوجد 
مساحتها فى هذه اللحظة 
)٤(‏ مستطیل مساحته ثابتة و تساوی ۸ سم يزداد طوله بمعدل ٠,٤‏ سم فى الثانية كم يكون 
عرض المستطيل عند اللحظة التى يكون معدل تناقص هذا العرض ٠,٠١‏ سم فى الثانية 


() يرتفع بالون رأسياً لأعلى بسرعة ثابتة مقدارها ٠٠١‏ م / ث و عندما كان البالون على 
إرتفاع ٠١‏ م مرت تحته مباشرة سيارة و واصلت سيرها فى خط مستقيم بسرعة ثابتة 
مقدارها ٠؟‏ م / ث أوجد المعدل الذى تزداد به المسافة بين السيارة و البالون بعد 
ثانيتين من مرور السيارة تحت البالون 


() تمر طائرة تطير موازية لسطح الأرض على إرتفاع ؛ كم فوق محطة رادار بعد وقت قصير 
أظهرت أجهزة الرادار أن المسافة بين الطائرة و المحطة تساوى ٠‏ كم و أن المسافة بين 
الطائرة و المحطة تزيد بمعدل ٠٠٠١‏ كم / سس أوجد السرعة الأفقية التى تتحرك بها الطائرة 
عند هذه اللحظة 


)۷( أبحرت سفينة من ميناء الساعة التاسعة صباحاً متجه نحو الغرب بسرعة ۰ کم / س 
و بعد ساعة أبحرت سفينة أخرى من نفس الميناء بسرعة ٠١‏ كم / س فى إتجاه 
٠ ٠‏ شمال الغرب أوجد معدل التباعد بين السفينتين الساعة ١١‏ صباحاً 
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(۸) رجل طوله ۱۷۰ سم يسير بسرعة /٣ ٤‏ د فى خط مستقيم متجهاً نحو قاعدة مصباح 
يرتفع عن سطح الأرض بمقدار ٠٨٠‏ سم أوجد معدل تغير طول ظل الرجل › معدل تغير 
بعد رأس الرجل عن المصباح عندما يكون الرجل على بعد ٠۸٠‏ سم من قاعدة المصباح 


(۹) عمود إنارة طوله ٠١‏ مترا أعلاه مصباح قذفت كرة رأسيا إلي أعلي بسرعة ٠١‏ أمتار / ث 
من مسافة ٠۲‏ مترا من قاعدة العامود أوجد معدل ابتعاد الكرة علي الأرض من قاعدة 
العامود عند منتصف الثانية الأولى 


)١١(‏ تتمدد قطعة من المعدن علي هيئة متوازي مستطيلات طول ضلع قاعدته يزيد عن 
عرضه > سم و ارتفاعها ثلاثة أمثال عرضه بالتسخين بحيث تظل أبعادها محتفظة 


e :‏ ا 
بهذه النسبة فإذا كان الحجم يزداد بمعدل ٠,٦‏ سم / دقيقة عندما يزداد العرض بمعدل 
٠,٠١‏ سم / دقيقة فأوجد أبعاد قطعة المعدن 


)١١(‏ يستند قضيب ‏ ب طوله ٠١‏ م بطرفه ٠‏ على أرض أفقية و بإحدى نقطه ح على حائط 
رأسى إرتفاعه ٠‏ م » إذا أنزلق الطرف ٠‏ مبتعداً عن الحائط بمعدل ٠,٠‏ ٣/د‏ أوجد 
معدل هبوط الطرف ب عندما يصل إلى حافة الحائط 


)٠۲(‏ يصعد رجل طوله ٠۷١‏ سم بسرعة منتظمة > ٣/د‏ أعلى منحدر يميل على الأفقى 
بزاوية ظلها ج و طوله ه٠٠‏ م و هناك مصباح مثبت على إرتفاع + ١١‏ م فوق 
المستوى الأفقى المار بقاعدة المنحدر رأسياً فوق أعلى نقطة للمنحدر أوجد معدل إنكماش 
طول ظل الرجل › معدل إقتراب نهاية ظل الرجل من أعلى نقطة للمنحدر 


)١١(‏ يرفع رجل دلواً مملواً بالأسمنت إلى سقالة على إرتفاع ۸ م فوق رأسه بواسطة حبل 
طوله ٠۷‏ م يمر على بكرة ملساء مثبتة فى السقالة و كان الرجل يحفظ الطرف 
الخالص للحبل أفقياً فى مستوى رأسه و يمشى أفقياً بسرعة ؛ /٣‏ د أوجد السرعة التى 
يرتفع بها الدلو عندما يمشى الرجل ٣ ١‏ 


)١٤(‏ برميل أسطوانى الشكل طول نصف قطره ٠١‏ م و إرتفاعه ٠۱۸‏ م فإذا كان معدل 
Vek ê‏ 


ن » ۳ ۹ ۴ ٤‏ 0 
دخول البترول فى البرميل TEE‏ م /د حيث ل إرتفاع البترول عند أى لحظة 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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أوجد معدل إرتفاع البترول عندما يمتلئ نصف البرميل 

)٠١(‏ يعبر رجل كوبرى يعلو سطح الماء بمقدار ٠۲‏ م بسرعة منتظمة ۲ م / د › شاهد 
قارب يسير فى إتجاه عمودى على الكوبرى بسرعة منتظمة ٠‏ م / د فى اللحظة التى 
كان فيها تحته تماماً أوجد المعدل الذى يبتعد به كل منهما عن الآخر بعد ٦‏ دقائق من 
اللحظة التى كانا فيها على خط رأسى واحد 


)١١(‏ مثلث متساوى الساقين طول كل من ساقيه ٠١‏ سم و قياس الزاوية بينهما يساوى 
( س ) فإذا تغير ( س ) بمعدل ٣‏ فى الدقيقة أوجد معدل تغير مساحة المثلث 
عند ( س ) = i‏ 


)١۷(‏ إذا كانت ص سم هى مساحة سطح مثلث متساوى الساقين و قائم الزاوية و علم أن 
th 0 e e 8 * ١‏ 

ځگ = ۲ سم / ث عند اللحظة التى كان عندها طول كل من ساقى المثلث = ۸ سم 

أوجد معدل تغير محيط هذا المثلث 
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سلوك الدالة و رسم منحانها 


تزايد و تناقص الدوال : 

تعریف (۱) : 
يقال أن الدالة د ( س ) متزايدة على ] ۲ › ب [ إذا كان : د ( س,) < د (سم) 
لکل سس, < س فى هذه الفترة 

و يقال أن الدالة د ( س ) مطردة التزايد على ] ۲ › ب [ إذا كان : د ( س,) < د( سم) 
لكل س, < س فى هذه الفترة 
و هذا التعريف يعنى أن : الدالة تكون متزايدة فى فترة ما إذا كانت قيمتها تتزايد مع تزايد سس 
فى هذه الفترة › و تكون مطردة التزايد إذا كانت قيمتها تتزايد أو تثبت مع تزايد س 

تعریف (؟) : 
يقال أن الدالة د ( س ) متناقصة على ] | › ب [ إذا كان : د ( س,) > د( سم) 
لکل سس, < س فى هذه الفترة 
و يقال أن الدالة د ( س ) مطردة التناقص على  ]‏ › ب [ إذا كان : د (س,) > د(سم) 
لکل س, < س فى هذه الفترة 

و هذا التعريف يعنى أن : الدالة تكون متناقصة فى فترة ما إذا كانت قيمتها تتناقص مع تزايد 

س فى هذه الفترة › و تكون مطردة التناقص إذا كانت قيمتها تتناقص أو تثبت مع تزايد س 

ملاحظات ؛ 

* تبقى تعريفات التزايد و التناقص كما هى إذا أستبدلت ] ۲ ٠‏ ب [ بأى من : [ »ب ] 
أو ] »ب ] أو [ ۲٠ب[‏ 

* إذا كانت النقطة س = ح تفصل بين فترات التزايد و التناقص بحيث أن الدالة تتزايد على 
يمين هذه النقطة و تتناقص على يسارها فإن هذا يعنى أن قيمة الدالة تكون أقل ما يمكن 
بالنسبة لقيمتها على يمين و يسار هذه النقطة 
أما إذا كانت الدالة تتناقص على يمين النقطة س = ح و تتزايد على يسارها فإن هذا يعنى 
أن قيمة الدالة تكون أكبر ما يمكن بالنسبة لقيمتها على يمين و يسار هذه النقطة 


موجه ریاصیات 
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إستخدام المشتقة الأولى لدراسة تزايد الدالة : 
نظرية )١(‏ : 
١‏ - إذا كانت : الدالة د ( س ) قابلة للإشتقاق فى ] ٠ ٠‏ ب [ و كانت متزايدة فى هذه الفترة 
فان : د ( س ) > ۰ لکل س 3 ]۲ب[ 
٣‏ - إذا كانت دأ ( س ) > ۰ فى ] ۲ » ب [ فإن : د ( س ) تكون د متزايدة فى هذه الفترة 


۴ - إذا كانت دأ ( س ) > ۰ فی] »ب [ 
a‏ 


فان : د ( س ) تكون د متزايدة فى هذه الفترة 
> د(س) 


و بالمثل فى حالة التناقص : 
١‏ - إذا كانت : الدالة د ( س ) قابلة للإشتقاق 
فى  ]‏ › ب [ و كانت متناقصة فى هذه الفترة 
فان : د ( س ) < ٠‏ لکل س 3 ] ۲ب [ 
؟- إذا كانت د سن ) < ٠‏ فی ] ۰۲ ب [ فإن : د ( س ) تكون د متناقصة فى هذه الفترة 


۳ - إذا كانت دأ ( س ) < ۰ فی ] ۲ › ب [ فإن : د ( س ) تكون د متناقصة فى هذه الفترة 


ملاحظات : 
* الدالة تتزايد فى فترة ما إذا كان ميل المماس لمنحناها عند أى نقطة فى هذه الفترة موجباً 
أى أن المماس يصنع زاوية حادة مع الإتجاه الموجب لمحور السينات 
> الدالة تتناقص فى فترة ما إذا كان ميل المماس لمنحناها عند أى نقطة فى هذه الفترة سالباً 
أى أن المماس يصنع زاوية منفرجة مع الإتجاه الموجب لمحور السينات 
* لإيجاد فترات التزايد نحل المتباينة : دأ( س ) > ٠‏ 
> لإيجاد فترات التناقص نحل المتباينة : دأ ( س ) < ٠‏ 
أما إذا تعذر حل مثل هذه المتباينات نلجأ إلى بحث إشارة دأ ( س ) بإتباع الخطوات التالية : 
e TE‏ ا e‏ 
(۱) نوجد اصفار د ( س ) '' نضع د ( س ) = ۰ " و هده القیم هی التی تفصل بین 
فترات التزايد و فترات التناقص 
(؟) نحدد الفترات التى ينقسم إليها مجال الدالة بهذه القيم 
a 7 ET‏ 
(۳) نعين إشارة د ( س ) فى كل فترة من هده الفترات 
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مثال [1] عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة : 
؟ 
د( س) =( س - ؟)( س )١۱+‏ 
الت س 
چ 
د( س) = ( س - ؟۲) ( س )۱١+‏ 


Ce A TE SE a 
mS 

دا (س) ٠=‏ عندما: س = ۱ »> س = - 

د ( )> ۹ فی ] |6١‏ دت +|[ 

دي تزایدیه فی ]  ›'‏ [ ۰ ] -<-1] 

)د (س)< ۰ فی] - ۱۰۱[ د( س) د تناقصية فی ] - ۱)1[ 


تدريب ]١[‏ عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة : 


د( )=( س (١‏ س 


القيم العظمى و الصغرى المحلية لدالة : 
* نظرية )١(‏ : 
إذا كانت : الدالة د ( س ) معرفة على ] إ٠‏ ب [ و كان للدالة قيمة عظمى أو صغرى 
2 / 
محلیه عند س,3 ] ۰۲ب [ فان د ( س ,)= ۰ 


* نظرية (؟) : 

إذا كانت : الدالة د ( س ) متصلة و كان : 

11[ د (س) > ٠‏ لقیم س علی یسار س مباشر 
اد ن < ٠‏ لقیم س على يمين س مباشرة 
فإن : س نقطة عندها قيمة عظمى محلية 

[۲] د (س) < ٠‏ لقیم س على یسار س, مباشرة 


/ ۳ . # » 
> د (س) > ۰ لقیم س على یمین س, مباشرة 
فإن : س, نقطة عندها قيمة صغرى محلية 


موجه ریاصیات 
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إدارة كوم امبو التعليميه 
http://shantory.yoo07.com‏ 


نظرية (۳) : 
إذا كانت الدالة د ( س ) قابلة للإشتقاق و كان : 
TY ma 0 /l /‏ 0 3 
[۱] د ( س )= ۰۰ د (س,) > ۰ فإن : ( س, ٠د(‏ س,)) نقطة صغرى محلية 
TY me 0 7 /‏ 0 3 
]٩[‏ د ( س )= ۰٠د‏ (س,) < ٠‏ فإن: (س,٠د(س,))‏ نقطة عظمى محلية 
ملاحظات ؛ 
/ 
* إذا كانت : الدالة د ( س ) قابله للإشتقاق عند س, و كانت :د ( س ,)= ٠‏ 
فليس من الضرورى أن تكون س, نقطة قيمة عظمى محلية أو صغرى محلية 
* قد تكون س نقطة قيمة عظمى محلية أو صغرى محلية و مع ذلك 
/ : 
د ( س ) عير موجوده 
* إذا كانت : د ( س, ) = ٠‏ نستخدم المشتقة الأولى للتحقق من وجود نقط للدالة 
عندها قیم عظمی أو صغرى 
مثال [؟] أوجد نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية إن وجدت للدالة : 
% 
د( س ) =( س ()۱١‏ س-؟) 
الحا 
۳ ؟ 
د( س ) =( س- ۱١‏ ) ( س ؟) = س ٥س‏ +۸ س٤‏ 
/ ؟ 
٭. د ( س ) = ۳ س ۱۰١‏ س + ۲(۸ س۔- ٤‏ ) (س-؟) 
/ 
۰ د ( س ) = ۰ 
/l‏ 
ك ( س ) = ٦‏ س ۱١‏ 


e /‏ 1 
‘<T-=(E) 3<‏ نقطة قيمة عظمى محلية 


E i /l 
نقطة قيمة صغرى محلية‎ ) ١ ٠۲ ( ٠<؟ (؟)=‎ د٠‎ 


2 


تدریب [؟] أوجد نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية إن وجدت للدالة : 


E د‎ 
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النقط الحرجة للدالة : 
يقال أن س, نقطة حرجة للدالة د ( س ) إذا كانت تحقق أحد الشرطين : 
/ + 8 
(۱) د (س, ) لهاوجود و تساوی الصفر (؟) د ( س, ) غير موجودة 


ملاحظات ؛ 
* نقطة القيم العظمى المحلية و الصغرى المحلية للدالة هى نقط حرجة لها لأن الدالة عند 
هذه النقط إما أنها غير قابلة للإشتقاق أو قابلة للإشتقا شتقاة ق و مشتقتها تساوی صفر 
8 کس کل نا رجا ھی اقا یا لے ار ری ا ہا 


مثال [۳] عين النقط الحرجة ثم اختبر كل منها من حيث كونها عظمى أو صغرى محلية للدالة : 


۴+ س سا › س <۱ 


درس)=| 


۲ سس ٤‏ > س > ۱ 
٤ -‏ ۲س »> س<ا 
غير معرفة »> سس =۱ 
؟ > س > ۱ 
ً / - / + 
لان :"د (۱ ) =- ٦‏ )»د (۱ ) =؟ 
. د( س ) غير قابلة للإشتقاق عند س= -»١( ١‏ ؟) نقطة حرجة 
/ / 
۰ د ( س) < ۰ عندماء س < ۱ ۰د ( س )> ۰ عندما: س > ۱ 
-١١( ٠‏ ؟) نقطة قيمة صغرى محلية 
۰ د( س ) = ۰ عندما: ٤‏ )س = ٠‏ أی عندما: س = > 
/ / : 
> د ( س ) > ۰ عندما: س < - ؟ »د ( س )< ۰ عندما:- ۲< س<۱ 
-۰٠۲ ( ٠‏ ۷) نقطة قيمة عظمى محلية 


تدريب [۳] عين النقط الحرجة ثم اختبر كل منها من حيث كونها عظمى أو صغرى محلية 


۲ 
س ١‏ 
للداله : د کح 
E‏ 
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القيم العظمى و الصغرى المطلقة لدالة : 
تعریف (۱) : 
إذا كانت الدالة د ( س ) معرفة على [ »ب ] فإن: 
القيمة العظمى المطلقة لها فى هذه الفترة هى أكبر قيمة فى مجموعة قيم الدالة 
د( س): ( س 3[ ۰۲ب]] 
أى أنها تلك القيمة ع بحيث أنه توجد نقطة س, 3[ »ب ] ڊ بحيث أن : 
د (س,)=ع ۰ ع > د(س) لکل س3[ ءب] 
تعریف (؟) : 
إذا كانت الدالة د ( س ) معرفة على [ "ب ] فإن: 
القيمة الصغرى المطلقة لها فى هذه الفترة هى أصغر قيمة فى مجموعة قيم الدالة 
د( س): ( س 3[ ۰ب]] 
أى أنها تلك القيمة ص بحيث أنه توجد نقطة س, 3[ ۲›ب] ب بحيث أن : 


د ( س ) = ص › ص > د( س ) لکل س3[ ›ب] ` 


ملاحظات : 
* القيمة العظمى ( أو الصغرى ) المحلية لدالة هى قيمة عظمى ( أو صغرى ) للدالة 
فى جوار صغير أى جزء صغير من فترة تعريف الدالة 
أما القيمة العظمى ( أو الصغرى ) المطلقة للدالة فهى قيمة عظمى ( أو صغرى ) 
للدالة فى كل فترة التعريف 
* القيمة العظمى ( أو الصغرى ) المطلقة هى إحدى القيم العظمى ( أو الصغرى ) 
المحلية و لكنها أكبر ( أصغر ) هذه القيم جميعاً 


خطوات التعيين : 

* نوجد المشتقة الأولى 

* نعين النقط التى عندها المشتقة الأولى = صفر و تنتمى للفترة المعطاه 

* نعين النقط التى عندها المشتقة غير موجودة و تنتمى فترة المعطاه 

* نوجد قيم الدالة عند النقط التى حصلنا عليها جميعاً من الخطوتين السابقتين 
و كذا قيم الدالة عند طرفى الفترة المعطاه 

* نوجد أكبر قيمة فى مجموعة القيم السابقة فتكون هى القيمة العظمى المطلقة للدالة فى 
الفترة المعطاه و نوجد أصغر قيمة فى مجموعة القيم السابقة فتكون هى القيمة الصغرى 
المطلقة للدالة فى الفترة المعطاه 
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مثال ]٤[‏ أوجد القيمة العظمى و الصغرى المطلقة للدالة د( س) = س + ٦‏ س 


فى[ - ۱-9 ] 
لحا 


/ / : 
د ( س ) = ۲ س + ٦‏ > د ( س )= ۰ عندما: س =" 


د( - ۳)=-۹ ¢ د( - )٥‏ =-ه > د( -١)=-ه‏ 
° القيمة العظمى المطلقة = - ه عند س = ° › ہسں = ۱ 


> القيمة الصغرى المطلقة = - ٩‏ عند س د-۳ 


تدريب ]٤[‏ أوجد القيمة العظمى و الصغرى المطلقة للدالة 
فی [-۱› ]١‏ 


دی ت سن د شض + 
تطبيقات على القيم العظمى و الصغرى المطلقة لدالة : 
هى مشكلات حياتية تصاغ فى قالب رياضى يكون الهدف منها الحصول على أكبر قيمة أو 
أصغر قيمة لمتغير ما 
خطوات الحل : 
)١(‏ نعبر عن المتغير المراد إيجاد أكبر قيمة أو أصغر قيمة له كدالة فى متغير واحد آخر 
" المستقل " و ذلك بالإستعانة بمعطيات المسألة 
(؟) نحدد مجال المتغير المستقل فيكون هو الفترة المراد إيجاد القيمة العظمى المطلقة أو 
الصغرى المطلقة فيها 
(۳) نوجد النقط الحرجة للدالة و التى تنتمى للفترة السابقة 
)٤(‏ نوجد قيم الدالة عند النقط الحرجة السابقة وعند طرفى الفترة لمعرفة القيمة العظمى 
المطلقة أو القيمة الصغرى المطلقة 


مثال ]٥[‏ وجد احد مصانع الأجهزة الكهربية انه يكسب ١‏ جنيه في كل جهاز إذا كان إنتاجه 
فى الشهر ٠ ٠‏ جهازا فإذا زاد الإنتاج عن هذا العدد فان الربح فى الجهاز يقل ٠١‏ 
قرشا عن كل جهاز زيادة أوجد عدد الأجهزة التى ينتجها المصنع في الشهر ليحقق 
أكبر ربح ممكن 

لا 

نفرض أن عدد الأجهزة الزائدة = س جهاز » الربح = ص جنيه 

الربح = عدد الأجهزة × ربح الجهاز الواحد 


؟ 
ص = ( ٥۰‏ + س ) ( ٣۰‏ س )= ٥ +٠٥۰۰‏ سس _ ± س 
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/ 
س‎ ١ = ص‎ ٠. 


/l 
<1 = )°( خ ص‎ 
2 /l 
جهاز‎ ٠٥٥١ =١ + ٠١ = عدد الأجهزة التى تحقق أكبر ربح‎ 


تدريب ]١[‏ وجد احد مصانع الأجهزة الكهربية انه يكسب .؟ جنيه في كل جهاز إذا كان إنتاجه 
فى الأسبوع ۸٠٠١‏ جهازا فإذا زاد الإنتاج عن هذا العدد فان الربح فى الجهاز يقل 
قرشين عن كل جهاز زيادة أوجد عدد الأجهزة التى ينتجها المصنع في الشهر ليحقق 
اکبر ربح ممکن 


التحدب إلى أعلى و التحدب إلى أسفل و نقط الإنقلاب : 
وتر المنحى : 
هو القطعة المستقيمة التى تصل بين أى نقطتين على المنحنى 
ترف( * القب إلى اعى ": 
يقال لجزء متصل من منحنى أنه محدب إلى أعلى إذا كان المنحنى يقع أعلى جميع أوتاره 
الواصلة بين أى نقطتين من نقط هذا الجزء 
تعريف (؟) " التحدب إلى أسفل '" : 
يقال لجزء متصل من منحنى أنه محدب إلى أسفل إذا كان المنحنى يقع أسفل جميع أوتاره 
الواصلة بين أى نقطتين من نقط هذا الجزء 
ملاحظات : 
* جزء المنحنى المحدب إلى أعلى كما أنه يقع أعلى أوتاره فإنه يقع أسفل مماساته 
* جزء المنحنى المحدب إلى أسفل كما أنه يقع أسفل أوتاره فإنه يقع أعلى مماساته 


نظرية : 

| إذاکانت د( س) < ۰ فی] »ب‎ ١ 

فإن المنحنى يكون محدباً لأعلى في هذه الفترة 
۲ إذا كانت د( سس) > ۰ فی] ۲٤ب‏ | 

فإن المنحنى يكون محدباً لأسفل في هذه الفترة 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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خطوات بحث تحدب منحنى الدالة د ( س ) " قابلة للإشتقاق حتى المشتقة الثانية " 
(۱) نوجد د( س ) 
(۲) نوجد مجموعة حل د“ ( س ) < ٠‏ فنحصل على مناطق التحدب إلى أعلى 

» نوجد مجموعة حل د“ ( س ) > ٠‏ فنحصل على مناطق التحدب إلى أسفل 

نقط الإنقلاب : 
هي النقط التي تفصل بين مناطق التحدب إلى أسفل و مناطق التحدب لأعلى من منحنى 

* خطوات تعيین ISRO MENE SG.‏ 
6 نوجد e‏ د ن ثم نحل المعادلة دأ ( سس) 

N TT نبحث إشارة د( س)‎ ٠ 
: هذه النقط لمجال الدالة فيكون‎ 
دأ ( س) تتغير إشارتها قبل و بعد هذه النقطة فتكون هذه النقطة نقطة إنقلاب‎ )١( 
د ( س) لا تتغير إشارتها قبل و بعد هذه النقطة فلا تكون هذه النقطة نقطة إنقلاب‎ )۲( 


مثال ]٦[‏ عين قرات التحدب إلى أعلى و قرات الفحدب إلى أسفل و نقط الاب إن وجدت 
لمنحنى الدالة د( س) = ی 2 


TT 


ٍ ۰ 1 نا 
د (سس 
a‏ <7 


. منحنی د ( س) محدب إلى أعلى فى ] - ٠۰٠‏ [ › و محدب إلى أسفل فى ] ۳ه[ 
١١١١ ( >‏ ) نقطة إنقلاب 


تدریب ]٦[‏ عين فترات التحدب إلى أعلى و فترات التحدب إلى أسفل و نقط الإتقلاب إن وجدت 
لمنحنى الدالة د( س)= - س" چس ے ۴س وټ 
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رسم المنحنيات : 
لرسم منحنى الدالة د ( س ) " كثيرة حدود من الدرجة الثالثة فأقل " نتبع الخطوات الآتية : 
١‏ - نوجد دا (س) » دا (سس) 
؟ - نستخدم د ( س) فی تعیین : 
۲ - مناطق التزايد حيث دأ( س) > ٠‏ » مناطق التناقص حيث دأ( س) < ٠‏ 
- نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية " إن وجدت " حيث د ( س) 
۴ - نستخدم د ( س) فی تعیین : 
۲ - مناطق التحدب إلى أعلى حيث د“( س) < . 
> مناطق التحدب إلى أسفل حيث د( س) > . 
ب نقط الإنقلاب " إن وجدت " حیث د ( س) = 
؛ - نعين بعض النقط المساعدة على الرسم مثل : 
- نقط تقاطع المنحنى مع محور السينات بحل المعادلة (س) = ٠‏ 
و نقط تقاطع المنحنى مع محور الصادات بوضع س = ٠‏ أى ( ٠٠د‏ ( 
ب - بعض النقط الأخرى بالتعويض عن س بأى قيمة و إيجاد ( س) 
ه - ترتيب النقط السابقة فى جدول و تمثيلها بيانياً و توصيلها 


" إن أمكن " 
° (( 


= س ( س ' 


مثال [۷] أرسم شكلاً عاماً لمنحنى الدال : د (س) 
الل 


؟ ۳ ؟ 
د (س) = س( س -۳) = س - ٦س‏ + ۹س 


e lee 


/l 
س-؟)‎ (٦ =۱ س‎ ٦ = د (س)‎ 

* التزايد و التناقص و نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية : 
د = عندما س = ۱ ¢ س = ۳ 

/ 

د (س) < ۰ عندما ۱< س<" 

. د تناقصية فى ] ١‏ › ۳[ 

د (س) > ۰ عندما س < ۱ » س >"۳ 

*. د تزايدية فى کل من [ ]1<m- [ [o‏ 
7/1 

E (f+) <= )( د‎ > 
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6 د () =  & ٦‏ 
* التحدب و نقط الإنقلاب : 


. المنحنى محدب إلى أعلى فى ] -o<؟]‏ 

٤ /l 
د (س) > ۰ عغندما س>؟‎ > 
]oo< f ] المنحنى محدب إلى أسفل فى‎ . 
> = المنحنى يتغير تحدبه قبل و بعد س‎ “ > 
؟ ) نقطة إنقلاب‎ ٠ ؟‎ ( 

* نقط أخرى : 
١ .‏ 
د (س) = ۰ عندما س ( س -۳) = ۰ 
أی عندما: س = ٠‏ › س د۳ 

٠١ ۰٠۳ ( > )٠ ٠٠ ( ٠‏ ) نقط تقاطع المنحنى مع محور السينات 
> د( ۱ )=-1ا ¢ د ٤ = )٤(‏ 


١٠٤( > (1-١ (‏ ) تقع على المنحنى 
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تمارین ( ٦‏ ) 
)١(‏ عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة : د (س) = س - ٤‏ س + ه 


(؟) عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة : د ( س) = کا( می 


(۳) عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة : د (س) = e" ١‏ 


(aa) 


)٤(‏ عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة : د( س) = س + ج 


. 
ہسں - ٤‏ س »> س < ؟ 


۲ س - ۸ > س > ؟ 


| = عین فترات اتزايد و فترات التناقص للدالة : د( س)‎ )٥( 


| عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة : د ( س ) = س | س-"۳‎ )٦( 


(۷) عين فترات التزايد و التزايد المطرد و فترات التناقص و التناقص المطرد للدالة : 
س +۲ ۰ س <.۰ 

د( س)ے ۲۲ ۰›۰<س ٣<‏ 
۲ س- + › س >۳ 


: ؟ ۸) عين النقط الحرجة ثم اخ نها من حيث كونها عظمى أو صغرى محلية للدالة‎ TE 
2 تدریب [۷] أرسم شکلاً عاماً لمنحنی الدال : د (س) = ( س -؟) (س+١) (۸) عين لحرج ثم اختبر کل منھا من حیث کونها و صعریى‎ 


د( س )= س | س-ە٥‏ | 


(۹) عين النقط الحرجة ثم اختبر كل منها من حيث كونها عظمى أو صغرى محلية للدالة : 


د( س) = اس - ٤س‏ 


+ أوجد نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية إن وجدت للدالة :د( س) = س‎ )٠١( 
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)۱١(‏ أوجد نقط القيم العظمى و الصغرى انطو إن جد لا 
۳ 
د( سس) کش ے٤‏ ن یس ها 


: أوجد نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية إن وجدت للدالة‎ )١۲( 


: 
٣س‏ +۹ س +هہ؟ 
د( س) = س+ ا ا 


اا و ف و و 
د( س) = بن ےا ےن وة فی [- ٥۰۳‏ ] 
۴ سن کے ٤ین‏ و + یں <+ 
)١١(‏ أوجد القيمة العظمى و الصغرى المطلقة للدالة در سا 
فی[ ٩۰۰‏ ] 


٤ > س‎ > س٣۳‎ ٥ 


)٠١(‏ عين فترات التحدب إلى ا ودا اح الى امل و ت ا ا جد 
لمنحنى الدالة د(س) = 


ا و الق المحلية و نقط الإنقلاب لمنحنى الدالة : 
اوک س چاق ےا 


: أوجد نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية و نقط الإنقلاب لمنحنى الدالة‎ )١۷( 


۳ 4 ٤ 
س + س -؟‎ ٦ أوجد معادلة المماس الإنقلابی للمنحنی : ص = س‎ )۱۸( 


u‏ چ - ۸س 


a ۲ 4 0 2 8‏ 
(۱۹) أوجد قیم لى › ل إذا علم أن منحنی الدالة : د ( س ) = بس + لى س + ل له نقطة 
حرجة عند س = ۲ د ( ۲ ) = ١‏ ثم عين توع هذه النقطة من حيث كونها عظمى أم 
صغری 
(١؟)‏ أوجد قيم لى › ل إذا علم أن ( ١‏ »- ۳ ) نقطة إنقلاب لمنحنى الدالة : 
١ ۳‏ 
د ( س ) = سس +ل س +ل س یکون لهھ 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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(١؟)‏ أوجد قيم لى › ل » م ٠‏ رہ إذا علم أن منحنى الدالة : 


۳ ؟ ا م 
د( س ) = ل س + ل س + حم س + رہ يمر بالنقطة ( ١ › ١‏ ) › النقطة ( ١٠١۲‏ ) 
نقطة إنقلاب له › المماس عندها معادلته هی : ٣‏ س + ص-۷- . 


(؟؟) أوجد قيم لى › ل › م › رہ إذا علم أن منحنى الدالة : 


۳ ؟ e‏ 
د( س ) = ل س + ل س + جم س + رہ یمر بالنقطة ( ٤ ٠۰‏ ) › 
النقطة ( - ٠ ١‏ ؟ ) نقطة إنقلاب له › المماس عندها أفقى 


۴ ؟ 
ہس ٣س ٤+‏ 


= ) إرسم الشكل العام لمنحنى الدالة : د ( س‎ (YT) 


ة « @ 7 
٤(‏ ؟) إرسم الشكل العام لمنحنی الدالة : د ( س ) = ۲ - س (س-"۳) 


(؟) إذا كانت تكاليف استهلاك الوقود لقاطرة تتناسب مع مربع سرعتها وكانت هذه التكاليف 
٠‏ جنيهاً فى الساعة عندما تكون السرعة >٠‏ كم / س كما أن هناك تكلفة إضافية 
تقدر بمائة جنيه فى الساعة بصرف النظر عن سرعتها . أوجد سرعة القاطرة لتكون تكلفة 
الكيلو متر الواحد اقل ما يمكن 

(؟) إذا علم أن قوة إحتمال قطعة خشب مقطعها مستطيل يتناسب طرديا مع حاصل ضرب 
أحد بعدى المستطيل فى مربع بعده الأخر أوجد بعدى المقطع لقطعة خشبية ذات اكبر 
قوة إحتمال يمكن استخلاصها من جذع شجرة على شكل إسطوانة دائرية قائمة قطرها 
(o‏ سم 

(۷؟) تتحرك نقطة على محيط دائرة طول قطرها ٠١‏ سم أوجد بعدى النقطة عن طرفى قطر 
الدائرة بحيث يكون مجموع بعديهما أكبر ما يمكن 

(۸؟) أوجد أكبر مساحة لسطح مثلث متساوى الساقين محيطه ٠۸‏ سم 
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)٠۹(‏ قطعة أرض مستطيلة مساحتها 2۸۸۸ متراً مربعاً يراد إحاطتها بسور و تقسيمها إلى 
ثلاثة أجزاء بعمل سورين متوازيين لأحد أضلاعها أوجد بعدى المستطيل بحيث يكون 
الطول الكلى للأسوار أقل ما یمکن أی أن بعدى المستطیل هما ۷١‏ متر › ۳۸ متر 

)۳١(‏ نافذة على شكل مستطيل يعلوه نصف دائرة ينطبق قطرها على أحد أبعاد المستطيل فإذا 
كان محيط النافذة = ( ۸ + ؟ ط) متراً و كانت النافذة تسمح بمرور أكبر كمية من 
الضوء أثبت أن طول قطر الدائرة = > متر ٠‏ و أوجد البعد الآخر للمستطيل عندئذ 


)۳١(‏ مثلث متساوى الساقين رأسه نقطة الأصل و قاعدته قطعة مستقيمة توازى محور 
e‏ ا کا ّ ۴ ا ؟ ٤‏ 
السينات و تقع فوقه و يقع طرفاها على المنحنی ۱۲ ص = ۳٦‏ - س عين أكبر 
مساحة ممكنة لهذا المثلث 


(۳۲) سلك طوله ل سم قطع إلى جزئين و ثنى احدهما على شكل مربع و ثنى الآخر على شكل 
المربع و المثلث أصغر ما يمكن 


(۳۳) إذا كان ف هو بعد النقطة ( ٠ ٠ ١‏ ) عن النقطة ( س » ص ) الواقعة على المنحنى 
ص = ہا سس أوجد الإحداثيات ( س » ص ) لهذه النقطة التى تكون عندها ف أصغر 
مایمکن 

)۳١(‏ قضيب رفيع طوله ١‏ متراً مثبت من أحد طرفيه و ترك ليتذبذب كالبندول فإذا كانت 
Tf me TP me |+ 00 3 0‏ ؟ 
مقاومة القضيب للكسر عند نقطة تبعد س من نقطة التعلیق تساوی ' س ( ١‏ - س ) 
حيث ٠‏ مقدار سالب أوجد النقطة التى تكون عندها المقاومة أقل ما يمكن 


)١(‏ جسم مكون من إسطوانة تعلوه نصف كرة تشتركان فى القاعدة العليا للإسطوانة فإذا 
كانت المساحة الكلية الخارجية للجسم = ٠...‏ ط سم و كان حجم الجسم قيمة عظمى 
أوجد إرتفاع الإسطوانة و طول نصف قطر قاعدتها 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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)۳١(‏ قطعة ارض على شكل شبه منحرف ‏ ب ح ء فيه ب // حء »بح لب و 
كان | ب :ب ح: ح ء =۳ ٠ ١٠: ٤١:‏ يراد بناء عمارة على قطعة مستطيلة الشكل 
فأخذت نقطة و على م و و أسقطمنها وھ ل ۲ب ›ورںہ لبح أثبت أن 
أكبر مساحة لسطح المستطيل = غ من مساحة سطح قطعة الأرض 


(۳۷) تمن البيع لسلعة ما هو ٠٠١‏ - ؟.,. سس جنيهاً لكل وحدة من هذه السلعة حيث س هو 


جنيهاً أوجد عدد السلع الواجب إنتاجها لجعل الربح أكبر ما يمكن 
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التكامل 
مقدمة : 
درسنا سابقاً كيفية الحصول على الدالة المشتقة دأ من الدالة الأصلية د 
و لكن فى كثير من المواقف العملية يحدث العكس ٠‏ أى يكون المطلوب الحصول على الدالة د 
إذا علمت الدالة المشتقة دأ ( عملية عكسية) 
و هذا يستدعى البحث عن دالة إذا فاضلناها حصلنا على المشتقة المعلومة 
تسمى هذه العملية بإيجاد دالة مشتقة عكسية أو دالة أصلية مقابلة و هذا ما يعرف 
بعلم التكامل 
تعریف : 
* إذا كانت د ( س ) دالة متصلة و أمكن إيجاد دالة ت ( س ) قابلة للإشتقاق عند كل 
ft‏ 4 کن ۳ een‏ 
نقطة فى مجالها بحيث : ت ( س ) = د ( س ) إن : ت ( س ) تسمى داله المشتقه 
العكسية للدالة د أو دالة أصلية مقابلة للدالة د 
مثال توضيحى ]١[‏ أوجد دالة أصلية مقابلة للدالة د ( س ) = > س 
لحل 
. أ ؟ n‏ 
نعلم أن : س داله مشتقتها > س 
أى أن : ت ( س ) د س دالة أصلية مقابلة أو مشتقة عكسية 
للدالة المعطاه د ( س ) = س 
و نلاحظ أن : هناك مجموعة غير منتهية من الدوال الأصلية المقابلة للدالة 
٢ 4‏ ؟ 
د ( س ) = ۲ س منھا: س ٣+‏ »> سں ا ) ووو 
و هذا معناه أن : المشتقة العكسية أو الدالة الأصلية المقابلة للدالة د (س )= > س 
ليست وحيدة و على ذلك و بصورة عامة فإن : 
د ( س ) = ؟ س + ث حیث : ث ثابت إختیاری یسمی ثابت التكامل 
و لذلك فان : هذه الصورة تسمى المشتقة العكسية أو التكامل غير المحدد 
و يرمز للدالة ت ( س ) بالرمز ]د ( س ) ء س 
و يقرأ تكامل د ( س ) بالنسبة إلى س 1 
أی أن : ت ( س ) = ]د ( س ) ء س إذا و فقط إذا کان : ت ( س ) دد( س) 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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مثال توضیحی [؟] أوجد المشتقة العكسية لكل من الدوال التالية : 


° ٤ 
ہس ¢ ٥ہ س ¢ ۸ س‎ ۴ 
الحلا‎ 


۳ 


ت, (س )= ٣۳(]‏ س )ءس= س + ث 


تہ ( س ) = ٥(1]‏ س ) ء س س + ث 


ه ٦‏ 
تہ ( س ) = ۱۹۸(1 س ) ء۶ س = ٣‏ س + ت 


و نلاحظ أن : 
٦ ۱ ° 0‏ 
1( ۱۸ س )ء س = 1۱۸( س )ء س ۱۸× ل س + ث 
= ٣س‏ + ث و هو نفس الجواب السابق 
و عموماً إذا کان : ۲ ثابت فان : 
1د( س)ءس= ]د (س)ء س 


* مما سبق يتضح أن : عملية إيجاد المشتقة العكسية للدوال بإاستخدام التعريف المباشر 
للتكامل ليست عملية سهلة بالإضافة إلى أنها تتطلب كثيراً من الجهد و الوقت 
لذا سيتم عرض صيغ قياسية يمكن إستخدامها لإيجاد المشتقات العكسية للدوال 
و ترکیبات منها 
نظرية )١(‏ : 


| س ء س = 


ره +۱ 
+ ث حیث :رہ چ ۱ ۰ 
رہ +۱ 


البرهان ينتج مباشرة بمفاضلة الطرف الأيسر 
خصائص التكامل : 
ره +۱ 


(1) سء س س + ث حیث: رہ ٭# ۱ ۰ ث ثوابت 
+ 


)٩(‏ 1 د, (س) ± د (س) ]ء س = ]|[ د (س)ء س ± ]دہ (س)ء س 


* ]س ء س 
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* يكفى إضافة ثابت واحد لمجموع المشتقات العكسية 
* يتم إجراء عمليات الضرب و القسمة للدوال قبل إجراء التكامل 
لأنه لا توجد قاعدة عامة لإيجاد تكامل حاصل ضرب دالتين أو خارج قسمتهما 
مثال [۱] أوجد ما لی : 
؟ ؟ 
(۳(])۱ س ٤+‏ س - ٩‏ )ءس ()](س - ۳) ءس 


(۳)( ل - اس )ء س ()] ~= ءس 
لکل 


۴ ؟ 
(۳(1)۱ س + ٤‏ س ١‏ ) ء س ۳× چ س + ×٤‏ چس ۔ ٥‏ س + ث 


۳ 
= س + )س ٣٥س‏ + ث 


؟ ؟ ٤‏ ؟ 

(۲) | (س - ۳) ء س = ](س ٦س )١۹+‏ ءس 
0 ۳ 

= دس ۔- ٣س‏ + ٩۹‏ سس + ث 


؟ 


ل - اس )ء سا( س 


= 


16 ا ن ا ۱) ( سس + سس + )١‏ 
س 


سس - ۱١‏ 
1( س + س + ۱ ) ء س 
۳ : 
س + ± س + س + ت 
تدریب [۱] أوجد ما لی : 
٤ ۳‏ ۳ 
(۱)( ۸ں ۹س + ۷ )ء س )()) [(س+١)‏ ءس 


)1( - اس )ء س () س +۸ ءس 
س سس + ؟ 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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نظرية (؟) : 


(ان ت 


*] ( س +ب)“ ۶س ہے ل بث 


(1+) P 


حیث : رہ < ۰۱ »ب ٬ث‏ ثوابت 


البرهان ينتج مباشرة بمفاضلة الطرف الأيسر 


مثال [؟] أوجد ما یلى : 


©۴ وص 


ewl‏ ء س 


و 


()1 س - ه۰ ءِ س 


الحلے 


٤ 
س-") ء س = +× 1 ×( ۲ س ۳ ) +ث‎ (| )۱( 
لہ ( ۲ س -۳) + ث‎ = 
۷ ٦ 
س ) +ث‎ ۳ - (× x} - = س ) ء س‎ ۳ - ٤(1 )( 


۷ 
= - ج -٤(‏ ۳٣س)‏ +ث 


(۳) 1> س -ە ء س =1( 


١ 
+ث‎ )٥-س‎ ۲ ( ×+ = 


ê SENT sues CSA mE 
ء س - +( س + ا( وت‎ )١ س+‎ (1= 


مثال [؟] أوجد ما یلى : 


e 0 


1ش( وس 


(۳(1)0 سس + ۱) ء س 
1 اء س + ٣‏ ء س 
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مثال [۳] أوجد ما یلی : 


(۱)] س ( س + )١‏ ء س 


(۲) |( س -۱) اسا ء س 
e‏ 
e 1‏ 
لخ 
(1)] س( س +۱) ۶ء س =][( س +۱)-۱](س+۱) ء س 
=| ( س )١+‏ ء س - ] (س+ا) ءس 


E ١ ١ 
ج (س+١) - ج (س+ا) + ث‎ = 


e ale CLO I 


”1 کے ء س = ]س ( ٤‏ س-۳) ءس 
e e‏ 
EOE‏ ء س + 1¥( + س-“ ` ءِ س 


3 


٣ ّ 
+ث‎ )٣-س٤(+‎ x» +x + س-۳)‎ +4 (£ x + × 


٤( +‏ س-"۳) + ث 


تدریب [۳] أوجد ما یلی : 


(10 سرس ءش 0g ٠‏ )ارس )اس2 وس 


س 
1 ا 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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ملاحظة هامة " فصل المتغيرات '' : 


* إذا كان : ¿ :| م ( ص ) ء ص = ] د( س )ء س 


* إذا كان : فان : ص = ] لے ( س )ء س 


مثال ]٤[‏ إذا کان + ۶ دد = 


> ص = ۳ عندما س = - ١‏ 
س 


أوجد العلاقة بين س › ص 
الحا 


| (۳- ۲ ص ) ء ص =[ ( ٦‏ س )٥+‏ ءس 


».۰ ص = ۳ عندما س = ۱ 


تدرب ]٤[‏ إذاكان ٠‏ ك _ ادد 


ء س > ص = ؟ عندما س = - ١‏ 


أوجد العلاقة بين س › ص 
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تكاملات بعض الدوال المثلثية : 

(۱)[ حا س ء س = حتاس + ث 
(۲)] حتا س ء س = حاس + ث 

9 ف چن ٭ سن ظا ن چات 


])٤(‏ حا( س +ب) ء س = د حتا ( س +ب) +ث 


1 
۲ 
])٥(‏ حتا( س +ب) ء س د حتا (س+ب) + ث 


() ]قا ( س + ب ) ء س = طا ( ٥‏ س +ب) + ث 


البرهان ينتج مباشرة بمفاضلة الطرف الأيسر » ث ثابت إختيارى 


تذکر ما یلی : 
% کا یک نا 
+١‏ فا ن = قاس 
حا؟ س = ۲حاس حتا س 
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الحلے 


۴(1 حا س ٥+‏ فاس ) ماس اد ۴ حا سس وہ طا سن + ٹ 


(۲) ]| حا س حتا س ء س = + ] ۲حاس حتاس ء س = + ]| حا؟ س ءس 


٤ 
[حتا س + حا س ] ء س = ][ + حتا) س ++ + حا س ] ءس‎ | 


= حا؟ س + + س ۔ حتا س + ث 


10( س کا( ای غ 


> قا ( + س +۳) + حتا( ٣‏ س-۱)+ ث 


۴ ازا %۴ ۲ 
حتا > س = حتا ہسں ‏ حا سس = ٢‏ حتا سس - ۱ = ١‏ حا س 


طا 
طا س 


مثال ]٥[‏ أوجد ما یلی : 
(۱) ] ( ۳حاس ٥+‏ قاس ) ءس 
(۲) ]حا س حتا س ء س 
(1)۳[حتا' س + حا س ] ء س 


0 کے سو + کار( ٢‏ سے و 


تدریب[٥]‏ أوجد ما یلی : 
٤ ( [ )۱(‏ حا؛ س ٦‏ حتا ٣س‏ ) ءس 
)؟( کاس وض 
(۳) | (۱ + قاس ) (۱- قاس )ء س 


)٤(‏ |[ حا( ‡ س )١+‏ + حتا(‡ س+١)]‏ ءس 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
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بعض تطبيقات التكامل : 
لتطبيق الهندسى : 
نعلم أن : 
we / / a‏ 4 4 
( س » ص ) تقع عليه هو ص = د (س ) و بالتالی تکون معادلته هی : 
/ 
د(س) = ] د (س) ء س 
ملاحظة : 
من هذا التكامل نحصل على معادلة عائلة من المنحنيات التى لها نفس ميل المماس عند أى 
نقطة معينة للإحداثى السينى س و تحديد أحد هذه المنحنيات يتطلب إعطاء شرط إضافى كأن 
يمر المنحنى بنقطة معينة أو يقطع جزءُ معيناً من أحد المحورين أو ٠٠٠.٠‏ الخ 


مثال ]١[‏ إذا كان ميل المماس لمنحنى دالة عند أى نقطة عليه ( س »ص ) يساوى 
EÇ » «» ۲‏ 
( س - ؟ س - ۳ ) و كان المنحنى يمر بالنقطة (۳- ۸) 


أوجد معادلة المنحنى 
لكا 
سا کس د ) 
د( سس ) =](س'- > سس ۳ ) ء س 
المنحنى يمر بالنقطة ( ۳ › - ۸( 
.. معادلة المنحنى هى 


تدريب ]١[‏ إذا كان ميل المماس لمنحنى دالة عند أى نقطة عليه ( س › ص ) يساوى 
۴۳ ا 5 O me‏ 
٤ (‏ سس +۳ س -؟ ) و كان المنحنى يمر بالنقطة -١(‏ ؟) 
أوجد معادلة المنحن, 
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مثال [۷] إذا كان ميل المماس لمنحنى دالة عند أى نقطة عليه ( س ٠‏ ص ) يساوى 
(۳- ؟ حا؟ س ) و كان المنحنى يمر بالنقطة ( )٠١ ٠‏ 
أوجد معادلة المنحنى 
الاھ 
/ 
° ك ( س ) = (۳- ؟حا؟ س ) 


د ( سس ) =| (۳-؟حا؟ س ( ء س = ۳ س + حتا) س + ث 


المنحنى يمر بالنقطة ( ١٠‏ ) ث٤‏ 
. معادلة المنحنى هى : د ( س ) = ۳ س + حتا ۲ سس + ٤‏ 
تدريب [۷[] إذا كان ميل المماس لمنحنى دالة عند أى نقطة عليه ( س ٠‏ ص ) يساوى 
ف ؟ «_» EÇ‏ 
(حاس - حتا س ) و كان المنحنى يمر بالنقطة ( ٠٠‏ +) 
أوجد معادلة المنحن, 


مثال ]٩[‏ إذا كان معدل التغير فى الحجم ع سم لجسم من المعدن بالنسبة للزمن بالدقيقة تحت 
/ 
تأثير الحرارة يتعين بالعلاقة 2 —= ٠, A ۹, + ۹°, GA‏ رہ اأوجد حجم 
۳ ۳ 
الجسم عند بدء التسخين إذا علم أن حجم الجسم = ٠١١‏ سم عند الدقيقة الخامسة 
الکا ت 
۳ ۳ ؟ 
2 =| (۸ ۰د + A °, + a٠,‏ ( ¢ 
E ۲ ٤‏ 
= ١۰۱و‏ ل + و لړ +۸ راث > ع دا۰ عندرم د٥‏ 


و منها: ث = ٩۰‏ 
۳ ۳ 
= ۸ر + iar‏ + ۹۰ 
۳ 
عند بدئ التسخین : رہ = ٠‏ وینتج :ع = ٩۰‏ سم 


۱= ۷9+ +1 +ث 


تدريب [۸] إذا معدل التغير فى المساحة م سم لصفيحة من المعدن بالنسبة للزمن بالدقيقة 
تحت تأثير الحرارة يتعين بالعلاقة م چ رہ أوجد مساحة 
الصفيحة عند بدء التسخين إذا علم أن مساحة الصفيحة = ٠١‏ سم عند الدقيقة 
العاشرة 


حمد التنتوری 
a_shantory2007 @ yahoo.com‏ 


تمارین ( ۷ ) 


(۱) أحسب :]| (۳ س -۹)( س )١+‏ ء س 


(6 اخ اا ۹7 ,یں 
س 


° e 
e |]: أحسب‎ )۳( 


e 
ت )_ ء۶س‎ ٠٠+ أحسب : (1- ۲ت‎ )٤( 


EY 
أحسب :] ( سس جل ) ( س + ج ) ( سا ۔ لم ) ء س‎ )٥( 
أحسب :] ( س + ۱) ا۴ س+٥ ءس‎ )٦( 
حتا( ۲ س + ۱) ]ء س‎ + )١ + أحسب :][ قا ( + س‎ )۷( 
أحسب : ] قاس ( ۳ حتا س ۔ ؟ قاس ) ء س‎ )۸( 


)٩(‏ أحسب : ] ٦‏ حابس حتا س ء۶ س 


؟ 


(۰) أحسب :]| س ء۶ س 


)۱١(‏ 1[ (حتا' س + طا س ) ء س 

') إذا كانت المشتقة الأول ثلدالة د تساوى بس" ريل ولم‎ )٠٩( 
8 )۱ اوجد :د( ۰) - د(‎ 

: أوجد الدالة التى يكون معدل تغيرها بالنسبة إلى س عند أى لحظة هو‎ )١١( 
و قیمتها= ۸ عند س =- ؟‎ ٤ س‎ ٤ + س‎ ۴ 

Ce ؟‎ 


)۱٤(‏ إذاکان : کگ = ٣ _ ٤‏ ہس 


٤ 
عندما س = ۱ أثبت أن : ع = س ۸ س + ۱۷ س + ؟‎ 


1٩ = ص و كانت ص = ۰ ۰ ع‎ ٤ ٥٩ = E 


موجه ریاصیات 
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)٠٥(‏ إذا کان ٠‏ س ے2 اس 


أوجد العلاقة بين س » ص 
)١١(‏ إذا كانت د ( س ) معرفة على سح و تحقق العلاقة د )١(‏ = ١ءد(؟)=١٠‏ »› 
د (ی + هھ) -د (ی )دل هی -؟ ها حیث :لك > ۵ > ی ثوابت أوجد د ( سس ) 
(۷) إذا كان : ميل المماس لمنحنى دالة عند أى نقطة عليه ( س › ص) 
هو س - ٤‏ س + ۳ و كان لمنحنى الدالة قيمة صغرى محلية تساوى - ۸ 
أوجد القيمة العظمى المحلية إن وجدت 
)٠۸(‏ إذا كان : ميل العمودى لمنحنى دالة عند أى نقطة عليه ( س › ص ) هو ص +؛ 
و كان المنحنى يمر بنقطة الأصل أوجد معادلة المنحنى e‏ 
)٠١۹(‏ منحنى يمر بنقطة الأصل و ميل المماس عند أى نقطة عليه هو ( ١‏ - حتا > س) 
أوجد معادلته 
(١؟)‏ إذا كان معدل تغير ميل المماس لمنحنى عند أى نقطة عليه هو ( ٠‏ س -؟) 
و كان المماس عند النقطة ( ١١١‏ ) الواقعة عليه موازياً للمستقيم 
ص - ۲ س + ٠ = ٠‏ أوجد معادلة المنحنى 
(١؟)‏ ميل منحنى ما عند أى نقطة عليه يتناسب طردياً مع مربع الإحداثى السينى فإذا كلن ميل 
المنحنى عند النقطة ( ١ - ١‏ ) هو ٠۲‏ أوجد معادلة المنحنى 
١ Ime 0 ._ «» &‏ # 
لى ثابت أوجد معادلة المنحنى علماً بان النقطة ( ١‏ › ؟ ) نقطة إنقلاب له 
a /l »‏ 
(۳؟) أوجد معادلة المنحنى ص = د ( س ) إذا كان ص = لى س + ل و للمنحنى نقطة 
إنقلاب عند ( ٠‏ › ؟ ) و قيمة عظمى محلية عند (- ١ء٤‏ ) 


> ص = ؟ عندما س = ۱ 


1 0 + 0 2 
(٤؟)‏ وعاء سعته ٠٤٠٠٠١‏ سم كان فارغا ثم صب فيه الماء تدريجيا بمعدل 


٤ 2 0 ۳‏ 
( ؟ دہ + ٥١‏ ) سم / ث حيث رہ الزمن أوجد الزمن اللازم لإمتلاء الوعاء 


4 
(٥؟)إذا‏ كان لدالة ما ء۶ ص کک ا أثبت أن : 
٣‏ ص + ص ١+‏ 
؟ ؟ ۳ ۳ 
س - عل ر سں - گی سس - ص 
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تمارین ( ۱ ) 


)١(‏ ' الدالة لها نفس القاعدة على يمين و يسار س = ٠‏ مباشرة 
ناد( س) ‏ نها ( ٣سس‏ +ا) =× ۹+ا 
ہس ے۰ س +۰ 

> قاعدة الدالة على يسار ١‏ تختلف عن قاعدتها على يمين ١‏ 

. يجب بحث كلا من النهاية اليمنى و النهاية اليسرى عند س ١=‏ 

د(۱ )۔ تھا ( ٣س‏ ہہ ا) د ٣×ا‏ اد٤‏ 
چن جڪ ١.‏ 


N im 


٤١ا٥١‎ = نا (١٥۔ س)‎ DT 
> س‎ 
نے‎ 


یں ےا د (س ) ٤=‏ 


SC WSC ES 
۳ = الدالة لها نفس القاعدة على يمين و يسار س‎ ¢ 
تاا د( س( سم دد س)‎ 

س — 


س ے٣‏ 


(۲) ““ الدالة لها نفس القاعدة على يمين س - ١‏ مباشرة 
1 ان ا 


ہیں ے١۱‏ س ۱ 


نھاد( س ) = 
س +۱ 


> قاعدة الدالة على يسار ٤‏ تختلف عن قاعدتها على يمين > 
. يجب بحث كلاً من النهاية اليمنى و النهاية اليسرى عند س = ؛ 


کے و ۹ 


8 الدالة لها نفس القاعدة على يسار س 
اد( س) = 


س ے٣‏ ہس ے۳ ۲ س -ہ 
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الممیز فی الریاضیات ( ۳ ) ثانوى 


(۳) مثل (۱) » (۲) و یکون : 


۲س 
حاس 


ناا د(س) = نها T=‏ 

ق س > ج 

د( )=3( )= تھا د (س) =؟ 

e a CL IE ¢ 
س‎ 


1 
م 


Te Ck e) a (6) 
س‎ 


> د(۱ ) = نا ( ۲ س + )٩۹‏ = ۱۱ 
س +۱ 


د(1 )= د(۱ )=۱ ھا د ( )= 
سن .:۲ 


٤ 
٤٠٠١ س+؟۱)=‎ ٤ - س١ نها(‎ 
٣۳ے س‎ 


٣(د‎ 


° 
) ه‎ ٤۳٣ ہس‎ 
X= yT 


تھسا 


چ 


د(۳ ) 


٣ - ہس‎ 


د(۳ )= د(۳ )=ه٠؛‏ 


نها غ ۹ 


ے ١‏ ا 


)= نه د(س) 


سس ے4 ۰ 


س (س+١)‏ 


منک 4 س 


د ا نے س ,یں ا 2ے 


ہں ے۰ ہں ے4 ۰ 


5 د( ۰ 


نھا د ( س ) = ٦‏ 


ہسں ے4 ۰ 
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الممیز فى الرياضيات ( ۳ ) ثانوى 
)۱١(‏ '' د ( س ) لھا نھاية عند س = ٠‏ 
و خا ار 


نھ اا حا ٣‏ س_ 
ہں ے۰ س 7 ٤‏ 
(س+۱) -۱ س 
تھ := تف ص 
ہں ے4 ٠‏ 


ہں سے ٠‏ 


>( )= نھپا حتا ٣‏ س =۱ 6 
س ۰4 
٤‏ ال-١‏ ومنها: لى ده 


کے د (س) لیس لھا وجود 
(س +۱ ا 
ہس + . 
E EFA‏ لها َ 
ل ( س + ۱) -۱ ۰ شنا د ( س ) = ۸ 
نھ | . ل +°= ^ 
س حتا س ب + 
س > ٠۰‏ ۰ > د( ( = ۸ 
> * المقام = ٠‏ عند س = ۱ 
=F +۳‏ 


د( )کد( )= 


1 
سس ٣س‏ + »س> ٣‏ 


(۹) ٭ د(۲ )= نھ (س۔؟) × نھ م ۔ 1 
)۱١۳(‏ د ( س ) = ۲ 
سس + ٣۳‏ س+؟ »› س< ٣‏ 


س > ؟ 


ْ_ س > ؟ 
۰( )= نها (٤-۲س)‏ = .۰ 
س > ؟ 
نھنا د(س)۔ نا( س ٣+‏ س +؟)=؛ 
س ج جن 


0 د(٣‏ )= د( )=۰ 
نها د ( س ) = ؟ 


+ - 
د(٣‏ )= د(٣‏ )= ؟ ن 
 )۱١(‏ د (س) لها نهاية عند س = ١‏ د(۱ )= د( ) 
ت ورین )ت ا رب ۳ س + ؟) = ؟۱ 
: | ( س + ()٥‏ س )١-‏ 5 نها ( ٣س‏ ږهہ) . 
e‏ سن =۷ ل 


۳ = | ومنها:‎ A= +}. 
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تمارین ( ؟ ) 


٠: أولاً‎ )١( 
« ٠۰ = )۳( ثانیاً : ' د‎ 


د(۳ )= 


سن ے۳ 


(CFA Fat 


د ( س ) غير متصلة عند س د ٣۳‏ 


س 
و( 


ناد( س)=٠+د(٠)‏ 
س 


(۳) د (۱)= ۱۱ 
> د( )= 
EE‏ 
. د(١‏ )د(١‏ 
د (۱) = نھهاد(س) 
سن 


۱۱ =) 


١= د( س ) متصلة عند س‎ ' )٤( 
« 1= ءل‎ +) 
و بحل المعادلتين ينتج : لى = ؟‎ > 


٠ )١(‏ الدالة متصلة عند س 


د ( س ) غير معرفة عند س = ١‏ 
+ 
( خھها 


ٹن ےم 


و چ i(k‏ )۸( 
س +۱ 
نا ( ۲ س+۱۱=)۹ 


)( a E 


.د ( س ) د متصلة عند س = ۱ ؛ 


e‏ الدالة لها نهاية عند س 


موجه ریاصیات 


المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


ê‏ المقام 


=١ ك‎ -۹ 5 


د ( س ) غير متصلة عند س = ١‏ 


( ۳ س + ۱) = ۱۰ 


نهد ( س ) غير موجودة 
س ے٣‏ 


=) 


نها( ك 


س ے ۰ 


E =) د(۰‎ 


س +۱ 


ك ٍ متصلة عند = 
( س ) عير س ل ٦+‏ = ۳+۷ 


د( س ) متصلة عند س = ١‏ 


س +۱ 


د( = د( = د(۱ ) 
لن + = 
1 م۳ ¢ د(؟) = 


=) ٣(د‎ ¢ 


٩ سس‎ ٩+ ہس‎ 
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= صفر . البسط = صفر عند س 
N=‏ 
20 س - ۸ + ۱١‏ 


ETE E 


ا س - ۸ E‏ 


۱ 
س ۹ ہا س - ۸ + ۱ 


۱۷ 
.م د 


د()= نها د(س) 
پش ے٠‏ 


د( = د(۱ =د(۱ ) 
ا( ٣ل‏ س ٦+‏ )هاس س ا م نې س کڪ 


س +۱ سس ۱ ن لإ س- ۱١‏ 


و منها: ل = ٠۲‏ 
د( = د(۱ = د(۱ ) 


ا 


° د ( س ) = س ٤‏ 
د ( س ) كثيرة حدود 
¢ د ( س ) = 


5 د ( س ) كثيرة حدود 


. د ( س ) متصلة على [ ٠ ٠‏ ؟ ] 
لكل س 3]؟›°[ 
. د ( س ) متصلة على ] > › [٠‏ 
۸ > د( )= نها ( ٣‏ س+؟)=۸ 
س > ؟ 
نا ( س )٤+‏ =۸ 


س > ؟ 


۳ سس + ؟ 
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د )=3( )= د(۲ ) . د ( س ) متصلة عند س = > (۳) 

3( = نها( س + ؛) د ( س ) متصلة من اليمين عند س = ٠‏ (؛) 
ا (۱) أولاً: د(۱) =۰ × ٤۹-۱١‏ 

> د( )= نها( ۴۳ س+ ؟) ٠.‏ د( س ) متصلة من اليسار عند س = )١( ٠‏ > عند سس > ۱ فان :د (۱+هھ)-د(۱) =۰ (۱+ھ)-۹- =٤‏ ١۰ھ‏ 
ہس ے٥‏ 

من (۱) ۰ (۲) ۰ (۳) )١( » )٤( ٠‏ ينتج أن : د ( س ) متصلة على [ E ] ٠ › ٠‏ انهاه ده 

(۱۰) د( س ) على ح د( س) عند کل من ہس = ۱١‏ › س =" ھ +۰ ey‏ 

نها( ١‏ س+ا١)‏ نها (ل س+ )) = -لA f+‏ )0( > عند س <۱ فان :د (۱+هھ)-د(۱) =(۱+ھ) +۳ ٣ =٤‏ ه+ها 

ہس - ۱ ہس ›- ۱ 


> نا ( س ۳ ) = ذز (ك س+م) =٦‏ ٣ل+‏ )() 


تمارین ( ۳ ) 


ق = نها ( ۲+ هھ )= ؟ 
ھے ے ۰ e‏ 
/ + / - 2 
> د( )£4 د(1 ) ٠‏ د( س ) غير قابلة للإشتقاق عند س = ١‏ 
ثانیاً: ' د(۳) = ٦=۳-۹‏ 


س ے۳٣‏ س ے٣‏ 


من (۱) » (۲) ينتج : ل =؟ › 


٦ س عی ت د( س) عند کل من س =-۱ › س =؟ > عند سس > ۲ فان :د (۳+هھ)-د(۳) =(۳+ھ) - (۳+هھ)۔-‎ ١ 


و چ = نها (لى س + ۷) 8 )+ل =" (( ؟ 
ہں ے۔- ۱ ہس >-۱ 2 — =نها(١+ه)‏ =ه 


٠‏ نها ( ٣س‏ +ل)=نها (س'+)) مل = ھے. 


ھ٥٣‎ -)ھ+۱(٩۹= عند سس < ۳ فان :د (۳+هھ)-د(۳)‎ > e 


/ - 
من (۱) › () ينتج : لل =۲ ›» ٤٣‏ د( )نها = نها ٥‏ ده 
ھ ے۰ ھے سے : 


(۱۴) د( س) على .ج دا( = ا(٣‏ )ده 
° د ( س ) غير قابلة للإشتقاق عند س = + دأ (۳) = ه 
(؟) ٠"‏ د( س ) قابلة للإشتقاق عند س١‏ د ( س ) متصلة عند س ١=‏ 
د( )= د(۱ )د(۱ ) + د ادل 
٣ل‏ += () 


؟ س > سس >۱ 
> د ( س ) = 


؟d‏ > س <۱ 
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E د‎ e 
-؟‎ = ٣ : بالتعویض فی (۱) ینتج‎ 


لے س ' ١‏ > س <۱ 
(۳) د( س )= ۲ 
مس + رہ س ۰ س ١<‏ 
د ( س ) قابلة للإشتقاق مرتين عند س = ١‏ د( = د(0 ) 
ل - ١‏ = )+ ر 


/ + / - 
د (۱ )=د (۱ ) 
/l‏ + 7 - 
> د (۱ )د (۱ ) 
من (۱) ۰ (۲) » (۳) ينتج : ل۱ › 
٠ )٤(‏ د( س ) قابلة للإشتقاق عند س=؟ د ( س ) متصلة عند س = ؟ 
د3( )= Y=w+d+dt‏ )( > بالإشتقاق بالنسبة إلى س 


ر 


٣‏ ؟ لى س+ل .» س>؟ 
= »0 . 1-۴ ر 
> د ( س ) = ۷ > سس < بالقفة غی سس × ص 
)١(‏ » بالاشتقاق مرة أخرى بالنسبة إلى س 


ا 


/ + / - 
> د( )=3 (؟() d٤‏ +لV=J‏ 
٠.‏ متوسط تغير الدالة عندما تتة ۱ الے, ۳ بسا 1.9 ا e‏ 
> متوسط تغیر تتغیر س من ۱ إلى ۳ یساوی °, ا بالتعويض من (۱) ينتج : 
> د ( ۳ )-(۱ )= ۷× ۳-رہ-(ل + ل + رہ) = ٩۱‏ - ؟ رہ-ل -ل 


(") \=Jd+dJd+ a <“ رہل -ل) ۔ ا‎ ٢ - ۱ J+ 3 


من (۲) » (۳) ينتج : ٣ل‏ +ل=؛ () 
»من (۱) › )٤(‏ ينتج : ل = ١‏ › ل=" ›من (۱) ینتج : رہ = ؟ 
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بالإشتقاق مرتين بالنسبة إلى س ينتج : 


۴ ر a m+‏ ر 
(۷) * س ص =( س + ص) بالإشتقاق بالنسبة إلى س 


8 ر ۴ ء ص رہ - ١‏ 
٠‏ سس × م ص ۶ین + رہ س 


=( ۴ +رہ) ( س + ص) 


/ / 
م س + ٣‏ ص م ص رر ص م) سس + رہ سس - رہ س - رہ ص )١۰(‏ د ا ی و ی 


J‏ ص ( س + ص) ( = س ( س + ص) 


» .1 . ۶ص __ ص 
ومنها ينتج : ون 7 من 


[ م ( س)] 
AAU =A) OA‏ ( 
[ م( ك)] 
/ / 
> م (لك ) ١‏ 0 (لك) = 7ا(لك ٠١)‏ (لك) 
7 
بالإختصار و التعويض ينتج : د (لك) = ا e‏ 
م (ك) 


: ص= ( ۱+ س ): بالتربیع ينتج‎ ٥ 


ET + س‎ (= (۸) 


(۱+ س ) ا + س 
ء۶ س 
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ء۶ 
٣ )(‏ 


٩‏ ؟ ؟ 
ء ص ٤‏ ء ص 
( ع ) (٤+‏ ج ) 


۲ 
۲ ۲ 
(١‏ حتا > س + حتا ۲ س )= ۱١‏ 
؟ 


ہیں حا س + حتا س Sass Û‏ 
ء۶ س 
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المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


ء س 
ومنها: م = - ۳ 


/l‏ / ۳ ؟ 
د ( س ) + د ( س ) = س ٥+‏ س + س + ؟ 


T= +18 


“ )١( 
د ( س ) دالة من الدرجة الرابعة‎ 
رض دس )ر بن دعس جل چ اس + ء‎ 
د( کان س من 2 > ل س + م‎ 
مس + ؟ل‎ ٦ + د ن لس‎ ٤ 
م) سا‎ ٣+ د( س )+ دا( س)= + لك س + ( ۱۲ل‎ 
(۲ +0۲ (+ ل) س‎ ۲ +۴ * ( + 
ا س کس وین سس + ؟‎ < 
و منها: ل‎ 
۲ ومنها:‎ 
2 = ومنها: ل‎ 
ومنها: = ه‎ 


١ = “ل‎ 

o= +a < 
1= +؟ل‎ ٦ 3 
{=P +d < 
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ص = ٠ ۱١‏ س = ؟ 


. معادلة المماس هی : ص + =١‏ - +( س - ؟) أى:س+ )ص د.٠‏ 


/ / / 
. 5 5 5 _ س ص 
(؟) '' ۲ س - ۲ ص - ۲ س ص ۲ ص ص = Een‏ 
> عند النقطة ( ٠ ٠ ١‏ ) : ميل المماس = ١‏ »> ميل العمودى عليه = - ١‏ 
ا معادلة المماس هى : ص = سس ۱١‏ > معادلة العمودى عليه هى : ص = - س ١+‏ 


(۳) النقط الواقعة على المنحنى و تحقق معادلته تكون على الصورة ( لى › لك" ) 


۳ 
» .* ص = س .٠.‏ ميل المماس = ك 


ل الفا عد زك و لح >" 
ومنها: > ل (ك =)١-‏ .۰ 


)؟۱١١١(‎ >٠ ) ١ ٠٠ ( النقط هى‎ 


فان : ص = س ٣‏ س 
کن ۴ .سل الات 
فق عن ات چن ۴ بن 
ن کے ین د 

١ = ميل العمودى‎ .٠. 
المماس للمنحنى عند النقطة س = > يوازى العمودى‎ 
١ = على المنحنى عند النقطة س‎ 


موجه ریاصیات 
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> معادلة المماس للمنحنى عند س = > ھی : 
ص + ۲ = س ؟ أی : سس - ص ٠ = ٤‏ 
> معادلة العمودى على المنحنى عند س =- ١‏ هی : 


ص + ٤‏ = س ١+‏ أی : س - ص +۳ ٠=‏ 


(0) d-كل-=؟ ؟) تقع عليه‎ › ١ -( ' : بالنسبة للمنحنى الأول‎ )١( 


/ 
»> ص لن ول .. ميل المماس له= ٣ل‏ +ل 
بالنسبة للمنحنى الثانى : (- ۱ ؟ ) تقع عليه > = A‏ +۱ = 
/ 
› ص = )رہ س - ۱ . ميل المماس له = - )> رہ-١‏ 
رہ = ۱ .. ميل المماس له "' المماس المشترك "د -" 
> المماس مشترك عند (- ١ء‏ ؟) .٣ل‏ +ل = -" )6( 
٩ +»‏ 
بحل (۱) » (۲) ينتج :ل =- + › ل =- ج 
.٠‏ معادلة المماس المشترك هى : 


ص - ۲ = (٣‏ س )١+‏ أی : ۳ سس + ص + ٠ =١‏ 


(1) نوجد نقط التقاطع بحل معادلتى المنحنيين معاً 


.. المنحنيين متقاطعين على التعامد 
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(۷) ' للمنحی الأول : ص = ۲ لے س ٤‏ للمنحنى الثانى : صأ ٢رہ‏ س 
عند ہیں ے url {<J Tl = ۴٣١‏ 


= المنحنيين متقاطعين على التعامد عند النقطة ر ع › ج)‎ "٠ 
= "لر‎ ٠ \- =۳ x Jd ا۳‎ 

¢ ١ = لى‎ 

ومنها: ل ١=‏ 

/ / 
(۸) ' ۲ س + > ص ص = ۰ ٠‏ ص = ل () 
> المماسان يميلان على المحور السينى الموجب بزاوية طلها يساوى ؟ 
ae /‏ 

ص =؟ *. من )١(‏ ينتج : 
» بالتعويض فى معادلة المنحنى ينتج : ص = ١‏ »> ص = ١‏ 
. المماس الأول يمر بالنقطة ( - ٠۲‏ ) .١.المماس‏ الثانى يمر بالنقطة ( ١-۲‏ ) 
. معادلة المماس الأول هى : 
ص ا = ۲( س +؟) 
> معادلة المماس الثانی هی : 
ص + =١‏ ۲( س -؟) 


س = - ۲ص 


أی : ۲ س - ص + ٠. =٥‏ 
ای : ۲ ہس - ص ۹= ٠‏ 


(۹) نفرض أن نقطة التماس هى ( ل › رہ ) ٠.‏ المنحنی يمر بها 
+ = ك = ك () 

> ص = ج س ١-‏ .. ميل المماس = ؟ لى - ١‏ 

. معادلة المماس هى : ص - رہ =( ؟ لك )١-‏ ( س -ل) (f)‏ 
> المماس يمر بالنقطة ( ٤-١‏ ) .. -؛٤‏ - رہ=(؟ل -١)(١-لك)‏ 
» بالتعویض من (۱) ينتج : - ؛ - ل + لى =-؟ لك +٣لك‏ -۱ 


٤ 8 ؟‎ ٤ 
ومنهاینتج: لى =- ۱ او‎ ٠=۳- ای :لك -؟ل‎ 


موجه ریاصیات 
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» بالتعویض فی (۱) ینتج : ٦‏ 
> بالتعويض فى (؟) ينتج أن معادلة الماس هى : 
۵ ہں - ص ۹= ` أو ۳ ہس + ص + =١‏ ` 


+ = ) ۳١١ ( ميل العمودى عند النقطة‎ ٠. ص =- ۲س‎ )٠١( 

. معادلة العمودى هى : س = > ص- ه > بالتعويض فى معادلة المنحنى ينتج : 
ص = ٤‏ - ( ۲ ص ومنها: ( ٤‏ ص - ۷ ) ( ص - ۳ )= ۰ 

أى أن : ص = + ص = ۳ " هى النقطة المعطاه " 

۷ س=؟×‎ ٠. 

. ميل المماس عند لى = 

: معادلة المماس عند النقطة لى هى‎ .٠ 


ص - + = (٣‏ س + ا ) أی : ٠۲‏ س ٤‏ ص +ه)= ٠‏ 


/ / : 
٤ )۱١۱(‏ ص = ) س .. ص = س . ميل المماس عند لى (- ١‏ ›؟ ) - + 


. معادلة المماس هى : ص -؟= + (س+ا١)‏ أی : س - ۲ ص + ٠ =٥‏ 
» معادلة المماس هى : ص - ۲= -؟ (س+ا١)‏ أی : ۲ س + ص = ٠‏ 
لإيجاد نقط تقاطع المماس و العمودى مع محور السينات نضع ص = ٠‏ 

. نقط تقاطع المماس و العمودى مع محور السينات هى : 

ل (- ۰9 ۰)۰ رہ( ١ ٠۰‏ ) على الترتيب 

elrt= TTl= (f-<°)+ (1-°-)(= (dad) 

el = (t-°)+(1-°)= (ud )« 

.. مساحة المثلث لى ل رہ " المكون من محور السينات و المماس و العمودى " 

ol x=‏ »× اه ده وحدة مساحة 
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/ 
(۱۲) ص = ۲ س ه٥‏ 
'. المماس و العمودى عليه يصنعان مع محور السينات مثلث متساوى الساقين و قائم الزاوية 


. ميلا المماس و العمودى =+ ١‏ 
)س ەە = ۱ 
س =" ¢ ص = ٦‏ 


النقط هى ( ۳ >-1( 


(۱۲) صا = ۲س () 

٠. >‏ المماسان المرسومان من النقطة المطلوبة و المستقيم المار بنقطة التماس يصنعان 
مثذلث متساوی الأضلاع 

". فهما يصنعان مع المحور السينى الموجب زاويتين قياسيهما ٠٠١١ > ٠٠‏ © 


صٴ =± ا۳ 
٠‏ من (۱) ینتج :- ۲ س دا٣‏ 


+ -= من معادلة المنحنى ينتج : ص‎ ٠ 
٣ا‎ -= من (۱) ینتج :- ۲ س‎ ٠ 


۳ 


. من معادلة المنحنى ينتج : ص =- “ 
CE E E‏ 


٤ 
فان : ص = حا اط - حتاط = ؟‎ 


النقطة هى : ( + ط› ؟) 
/ 
١‏ ص = ؟ حتا )> س ٤+‏ حتا ٤‏ س 
. ميل المماس = ؟ حتا + ط + ؛ حتاط = صفر 
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المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 


ا س ت ؟ 
)٠١(‏ نفرض أن الدالة التربيعية ھی : ص = ل ( س +ع ) + مر 


> أقل إرتفاع للسلك الكهربائى = ٣ ٠۸‏ 


¢ مس = ۱۸ 


ص تل س چ۸ ر0 


٣ "١ إرتفاع الحاملين‎ > 
: بالتعویض فی (۱) ينتج‎ )۳۰۰۱۸(= > 
AFI x Ax ÛJ = 1° 


> عند ' = ( ۳۰۰۱۸( يكون ميل المماس => 
. معادلة المماس عند ( هی : ص - ۳۰ = چ ( س ۱۸ ) أى 


»> عند سس = ١‏ ينتج : ص = ٦‏ 
. معادلة العمودى عند هى : 


ي ب لى = (f = ۱۸ ١۸‏ " لأن : و ب = ب ء = × "۱۸۳٦‏ 
" لاحظ أن : ه نقطة رأس منحنى الدالة التربيعية › الحاملين على إرتفاعين متساويين " 
مساحة شبھ المنحرف ۲ ب و رہ = +× ( و رہ + ب ) × وب 

(rts =1Ax (+1) x} = 
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س ء۶ سل ے 
ء۶ e‏ 


. معدل تغير ميل المنحنى بالنسبة للزمن عند ( س = ۳) ×٣× ٦=‏ - لب 


mm /& ۹‏ 
= چ وحدة / ت 


ء سس ۶ے ,عن _ ء ص 
(۲؟) ٩‏ اء رر + ۲ این = N‏ 
e E 2: 4 ۰ -‏ ۲ . 

بالتعويض فى معادله المنحنی ينتج : ص = ٤‏ و منها: ص = ؟ 
أو : ص =-؟ 


س = ؟ . النقطة هى : (- ۲ ٠‏ ۲ ) أو (۴؟ء-؟) 


( قفرض أن الطول ابي سم ٠٠‏ طول القطر ب * 


العرض = ا س سم 
> المساحة ١‏ م '' = سس × س 5 
کت 


)۱١ (× سس‎ ٤ 


و منھا: س 


موجه ریاصیات 
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٣ من الشكل المقابل : ب =( ۹۰+ ص)‎ )١( 
) ۳۰ د۱١‎ × بعد ثانیتین : ص = ؟‎ > 


) ٠١١ پٻ = ۴۱۲۰ » پح=‎ ٠ 


0 ۲ 
ف‌‌ 


»> بپبح=(س)) 
(o xXx = <‏ =0 0( 


ٌ "i= a. 
١ ؟‎ 
سس +( ۹۰+ ص)‎ = 


5 عءفا__ ء س ء ص 
٢ف‏ ون =۲ سد ون +؟)( ۹+ ص) × ١‏ × و 
° عقا _ 
l0 xXIxXx\CiXTHO‘XT= JEST Xf‏ 


ومنها: حف = چ ٣؟ ٣‏ /ث 


٦ 
۳ Ms ° 


۹ 4 ۲ 
)١(‏ من الشكل المقابل : س 
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(۷) من الشكل المقابل : | 
فى أى لحظة نفرض أن السفينة الأولى تكون على بعد س كم 
من الميناء ( و ) › و السفينة الثانية عل بعد ص كم منه 


عند الساعة الحادية عشر : س = ٤١ =) ×٠.‏ كم » ص = ٤١‏ »اد١٠٤‏ كم 
ena Moca aes a E Oat‏ 


ء ف ء ف 


“من (؟): ۸۰ د x٤ +» ٤٢‏ وها چ = 


(۸) فى الشكل المقابل  :‏ ب = إرتفاع المصباح › ء ه = طول الرجل 
> س = ب ء = المسافة التى تحركها الرجل »> ص = ء ح = طول ظل الرجل 
»ف = م ب = بعد رأس الرجل عن المصباح 


4 ؟ 
> من المثلث ٠‏ و ه: ف 
> عندما: ہس = 1۸۰ 


٦۸۰ ۶ف‎ ۰ 
E ءل‎ 


× ۹,۸ × ره 


ول .هه 
ج إن :ف = ٥۴۷و ٣‏ 
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۱ 
کے ہ٥‏ ۸ر۹ × چ = اوه 3/٣‏ 
من الشكل : المثلثين ( ب ح › ه ء ح متشابهين 

۳ ص ۱۲ 

ص . ۶ 
۱۸۰ 

۱١‏ ص ۱۸۰ = فص ای ان : ص = ہے 
١‏ ۶ف 
فض ف ا ر 

ء۶ ( ٠١‏ -ف) 


)٠١(‏ نفرض أن : عرض القاعدة = سس سم 


. طول القاعدة = س + ۲ سم > الإرتفاع = ۳ س سم 


۳ ۲ 
= س ×( س + ؟۲) ٠۲×‏ س ۲ س ٦+‏ س 


ء۶ هو '؟ ء س ء س 
SI‏ س × ون و 


؟ ۴ 
۰,٦‏ = ( ۹س + ۹۲ س)× ١و‏ ۹ = ٩‏ س + ۱۲ س 


۰ = )۱١ + س - ۲ ) ( ۳ س‎ ( ٠ 


: فى الشكل المقابل‎ )١١( 

س = ء = المسافة التى تحركها الطرف | مبتعداً عن الحائط 

١ف‏ = ب ح = المسافة التى تحركها الطرف ب > = ۱۰- ف 
من ال وتو( اک ف د س و ١‏ 


عندما يصل القضيب إلى حافة الحائط فإن : ف = ٠‏ .. سد=^۸ م 
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)۱١(‏ فى الشكل المقابل : ل = إرتفاع المنحدر › ب = إرتفاع المصباح 
)> سس = ب ح = بعد الرجل عن قمة المنحدر » ص = ح و = طول ظل الرجل 
> ( و ) نهاية ظل الرجل : ف = ب و » ه زاوي ميل المنحدر على الأفقى 


طا ه = ج »طول المنحدر =ه؟ م ..ل=۷) 


Cfo f 
. المثلثين ب و › ء حو متشابهين‎ 


٭ ۲س + ۲ ص= ٥‏ ص 


Çe‏ کس =۳ ء۶ ر 
ء۶ ء۶ 


س + ص 


(۱۳) فى الشكل المقابل : ع + ص = ۸ 
› ف + ص = ۱۷ 
ف ع +E (7 ۹٩+‏ )= سا ٤+‏ (0 


(j E ta EEE ES 


Jr“ =d r= (14) 


Nae ê‏ 5 ء۶ 
e p= T+)‏ 
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(١٠)من‏ الشكل المقابل : 
ف البعد بين الرجل و القارب 
> س المسافة التى تحركها الرجل 
> ص المسافة التى تحركها القرب 
۲ ۶ ۲ 
ف = س + ص )١( ١٤٤+‏ 
00 ف عفد = )س ۶ + )ص ۶د 
ءل ء u‏ 
۳ کا و بعد ٦‏ دقائق : 
> ص = ۳٦٣‏ م *. من (۱) : ف = € f‏ 


IxTIxCHTxIAxXÇ= ME EEX: 
Ls 


v 
×حاس‎ ٦ ×٦ ×+ = ) ۳ ( لمثلث‎ 


Ea‏ 4 ع 
> کے = ۱۸ حتاسں × ےر 
> عندما س = ١١‏ ب 


(۱۷) نفرض أن طول کل من ساقی المثلث = سس سم 


.. محیطه ( ع )= ( ؟ + ا۲ )س › 
بالتعويض من (۱) و عندما س =۸ سم فإن : 


غك = ( ؟ + ا ؟ )× † x‏ = 4( ۲ + ) سم/ث 
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) ١ ( تمارین‎ 


د ا ت جنک ید 


لل د(س) 
س 
Bl +‏ > ی س) 


د( س) تناقصية فى ] -ه›؟ [ 


لل د(س) 

|1 س 

E‏ $ 2 و س) 
( س )۱١-‏ 31 
۳ 


۳ ۳ 
ما( س -۱) 
/ 
عندما: س > ۱ یکون :د ( س)> ۰ 
۰ عندما: س < ۱ یکون :د ( س)< ۰ 


(۱)' د( س) = س ؛ س + ه 
کا ن 
د( سس) > ۰ فی] ۰۲ 0ه[ 

> د( س) تزایدية فى ] ٩‏ › » [ 


ا( س)< ۰ فی] »۲ [ 


د 


( غیر معرف عند س = ۱ ) 


د تزايدية فى ] 1ء » [ 
ك تناقصية فى ] -<1] 


٤ 
= س‎ -۹ “)۳( 
أی عندما: س = ۳ › سد"‎ 


عندما: ( ۳ - س ) ( ۳ + س ) = ٠‏ 
. مجال د ( س) = [- ۰۳" ] 


o‏ ]| 7ے جڪ ڪڪ 
OE‏ 6 ×( - ؟ س) 2 دا (س) 
ومنها: دا( س)= . 


دا (س)> ۰ فی ] -۰۰۳[ 
د( س) < ۰ فی] ۲۰۰[ 


عندما: س = ٠‏ 


د( س) تزایدية فی ] - ۰۰۳[ 
. د( س) تناقصية فى ] ٠‏ ۳[ 
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مجال د ( سس) = -[ ۰ ) 


ومنھا: س = ١‏ 

أن أن +3 ( )ت : 

دما :س ١‏ )س دا 

و غیر معرف عندما: س = ۰ 

د( س) > ۰ فی ]0۱ [+] >-۱[ 
. د( س) تزایدية فی ] 1 [+] -ص›- ا[ 
>( س)< ۰ فی ]- ۰)1 [+] ۱)۰[ 
د( س) تناقصية فى ] - ٠»‏ [ء] [٠۰١‏ 


سس٤‏ > س < ؟ 


لل د(س) 
س 
+ | د س) 
> د( سس) تزایدية فی ] ۲› 0ه [ 
. د( س) تناقصية فى ] - م٠‏ ؟[ 


؟ > سس > ؟ 


د( س)> ۰ فی] ؟» 0ه[ 
> دا(س)< ۰ فی]-ە»؟[ 


س- ۳ »س ٣>‏ 


.° رسا . 


؟ 
ہسں ٣س‏ > س > ۳ 


( درس =| 


. 
٣‏ س س .»س <" ۲س » س ٣<‏ 
> د ( سس ) غير قابلة للإشتقاق عندما : س =۳ 
/ 
. ۳ 
»> د ( س )= ۰ عندما: س = ج 


(س)> ۰ فی ] - ۴[ ›] ۰۳ 0[ 


> د( س) تزایدية فی ] -م› 3[ ›] ۳› هه[ 


»د (س)<۰ فی ] ۳۰۳[ 2 د(س) تناقصية فی ] 
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: . لا توجد قيم عظمى أو صغرى محلية عند س= ٠‏ › س٤‏ 


سس + ۲ )› س < ۰ 
ل =- ٤‏ عندماء ک0 
(۷) د( س) = ۳ > ۰ < س <۳ ( س) س 


/ / 8 
نے 4 ن 2 ۰ د ( س )> ۰ عندما: س< ؟ ۰د ( س) < ۰ عندما: س < ؟ 
 ) ef) 2‏ نقطة قيمة صغرى محلية 
/l ۳ / ٤ uz] res‏ 
د( س) تناقصیه فی ] )۱١( ]‘<m-‏ د( س ) = س ٤‏ .د ( س ) = ٤‏ س > د ( س ) = ۱۲ س 
> د( س)> ۰ فی ] ۰۳[ س کے عندما: س = ۰ “. = نقطة حرجة للدالة 
. د( سس) تزایدیه فی ] ۳ ET [  ›‏ عندما: س = ۰ 


ا om‏ 
> د( س) ثابتة فی ] ۰ »۳ [ أی آن :د (س) = ۰ فی ] ۳۰۰[ ۰۰د ( سس) لا تصلح لإختبار وجود قیم عظمی أو صغری عند س = ٠‏ 
*. د( س) مطردة التناقص فى ] - ٠ [ ٠ ٠٠‏ و مطردة التزايد فى ] ۳٠م[‏ انتم د (جن) ك جے 


س-ه » س ٥>‏ د س )< عا سح 
/ ۴ ا د ۰ علدماء ۰ 
.د ( سس) غير معرفه > س °٥°‏ ( س) > :س> 


" 4 وض اش‎ 8 f 
نقطة قيمة صغرى محلية‎ ) ١-٠٠١ ( yy سن دیس 4ن اوه‎ 


س - ہ٥‏ س ۽ سن > ° 
() د( )| ي 


/ - / + 
أن :د (° )=- ٥‏ »د(٥‏ )=ەه ١د‏ 8 ٤ i‏ ٗ_ ۳ 
٠‏ د( س) غير قابلة للإشتقاق عند س- ه ا E E ES‏ 
= ؛ سس ( س- ()۱١‏ س-؟) 
٣ /‏ / 
۰ د (س) < ۰ عندما: س < ٩‏ »د ( س )> ۰ عغندما: س> ه٥ ٣‏ عندما: س 
)٠٠٠١( .‏ نقطة قيمة صغرى محلية / ۲ 
> د ( س )= ۱۲ س ۲٤‏ س +۸ 
E l0...‏ 

٠١ - ٠٠ ( EE ۰ 1‏ ) نقطة قيمة صغرى محلية 
ا و »د ()= ١١ ٠٠١ ( ٠<٤‏ ) نقطة قيمة عظمى محلية 

. » . eb ka /l 4 0 1 fue 
نقطة قيمة صغرى محلية‎ )٠١- ٠۲ (>. ٠<۸ (؟)=‎ ٠> ج ) نقطة قيمة عظمى محلية‎ ٠ج‎ ( > 


0 س س 


۰ د( س ) = ۰ عندما: ٥١‏ )=۰ أی عندما: س 


۲( س-؟) 

۳ ؟ 
٣ 0‏ | (س - ٤‏ س) 
حیث : عیر معرف عند س = ۰١‏ س ٤=‏ 


/ ر / 
د ( س ) < ۰ قبل و بعد : سس = ۰ ۰د ( س ) > ۰ قبل و بعد : سد ٤‏ 


ی داجن ید د 
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( س + ۲) ( ٦س‏ + )١‏ -( ۳ س ٥+‏ س +ه٥))‏ 
( س + ؟) 
_ ۳( س-۱)(س+١)‏ 


 )س د(‎ )۱٩( 


: 

( س + ؟) 
/ 

> د ( س ) = ۰ عندما: س = ۱ 
/ 

> د ( س) < ۰ عندما: س< ١‏ 

)د ( س )> ۰ عندما: س> ۱ 

١١١١ ( ٠‏ ) نقطة قيمة صغرى محلية 
/ 

)> د ( س)< ۰ عندما: س>-ه° 
/ 

»د ( س ) > ۰ عندما: س<-ه 

٠‏ (-١»-ه؟)‏ نقطة قيمة عظمى محلية 


5 س۴س ۹س + ۲4 = ۳( س- ٤‏ )( س+؟) 

اض اد فا ی دم چ 

> د( - ۳ ) = 1۸ ¢ د (- ؟) = ۷۸ > د(٤‏ )=-۳"۰ > د( )= ١؟‏ 
القيمة العظمى المطلقة = ۷۸ عند س =-؟ 

» القيمة الصغرى المطلقة = - ٠١‏ عند س٤‏ 


٤> »س‎ ؛٤-س‎ 
8 / > / ٤ 4 فة‎ : / 

٤=) ٤( عیر معردہ ٭ سس = لأن :د (؟ )= - "۳ ›د‎ ٣ ) د ( س‎ )۱٤( 

٤< س‎ > ۳ 

Ia 0 / 0 Ia‏ ام 

.". سس = ٤٠‏ نقطة حرجة > د ( س )= ۰ عندما: س = ) .. س =؟ نقطة حرجة 
J<‏ (= ۰ د(؟) = -۱ > د( )= > د( )= 
. القيمة العظمى المطلقة = ۲ عند ہسں = ٠‏ » س٤‏ 
> القيمة الصغرى المطلقة = - ١‏ عند س = ۲ 
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٣ /‏ ؟ 
)۱١(‏ د ( س ) = ٤‏ س ۱۸ س ٤+‏ س -۸ 


/l‏ ؟ 
> د ( س ) = ۱۲ س ۳٦‏ س +۲4= ۱۲( س-ا۱) ( س-؟) 


۰ ۰ /l 
1 = د ( س )= ۰ عندما: س = ا۱ .» س‎ >» 
ا ات (س)‎ 
س ۹ : س‎ 
کک“ ر ` د (س)‎ NLS / 
۱ د ( س)> ۰ عندما: س > ۱ »› س <ا ؟‎ > 
[ ء؟‎ ١ ] منحنی د ( س) محدب إلى أعلى فى‎ . 


> و محدب إلى أسفل فى ] ه٠٠[‏ < Jo‘f[‏ 
۰ (١۰-١)۰(؟‏ ۰ )١‏ قط إنقلاب 


/ ؟ 
)۱١(‏ د ( س ) = ٦‏ س ۱۸ س + ۱۲= (٦‏ س۔-ا١۱)‏ ( س-؟) 
/ 
»> د ( س ) = ۰ عندما: س = ا۱ » س = 
/l‏ // 8 
> د ( س ) = ۱۲ س - ۱۸ > د ( س )= ۰ عندما: س = ا 
/I‏ اھ e‏ 
> "د )١- ١ ١(. ٠ <)١(‏ نقطة قيمة عظمى محلية 
N KRE mk /l‏ 
>3 ()؟)<>< ' ® )< (TT‏ نقطة قيمة صغرى محلية 
/l ۴ /l‏ 
> د ( س )< ۰ عندما: س < ٣‏ > د ( س)> ۰ عندما: س > ٣‏ 


.. ( > - ل ) نقطة إنقلاب 


e) ues e Eo Ss OV 
عندما: س =۳ › سے‎ eT 


٤‏ نک( ی و س 
٦ =‏ ( س - ۳ ) ( ۲ س - ۳) 
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= عندما: سس د۳ › س‎ ٠ 
/ 


/ 
د ( س ) > ۰ عندما: س < ۰۳د ( س )> ۰ عغندما: س< ٣‏ 
٠١ ٠۳ ( ٠‏ ) ليست نقطة قيمة عظمى أو صغرى محلية 
as‏ و( ل ك )۲ نقطةقمةے: 
"د ( ۳ ٠>)‏ ..( + ب ) نقطة قيمة صغرى محلية 
// / 3 
د ( س )> ۰ عندما: س < ٣‏ > د (س)< ۰ عندما: س > ۳ 
mol Tf me ۱ ۳ .‏ 
/l ٤‏ . 
3° ( س )> ۰ عندماء س > ٣‏ »> د ( س)< ۰ عندما: س <" 
)١ ۳(٠‏ نقطة إنقلاب 
/ ؟ 
(۱۸) د ( س ) = ۳ س - ۱۲ س +۱ ()( 
/l /l‏ 
› ل ( س ) = ٦‏ س- ؟۱ = (٦‏ سس ؟) E:‏ ( س ) = ۰ عندما: س = ؟ 
١١-٠۲ ( ٠“‏ ) نقطة إنقلاب » و من )١(‏ ميل المماس عندها=- ١١‏ 
معادلة المماس الإنقلابی هی : ص + (١١-١١‏ س-؟) 
أی : ۱١‏ ہس + ص - ٠ =٦‏ 


(۱۹) د( س) = س ڊل س+ل ›د(؟) =۱ 
ا=6+adJd+J‏ () 

:د سن )د جن ال > سس = ؟ نقطة حرجة 

د( )= + لك = ` ومنها: ل = ٤‏ 

» بالتعویض فی (۱) ینتج : ل = د 

> د (س) = ؟ ›بالتالی :د ( ؟ )> ۰ ". ( ١١٠۲‏ ) نقطة قيمة صغرى محلية 

)۰( وش ص لن جنل > )۳-١١(‏ تحقق معادلة المنحنى 

(0) J+ ا+ل‎ = ۳-2 
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/ ؟ Il‏ 
)د (س) = ۳س + )لى س+ل »د (س)= ٦‏ س+؟>لك 
+٦ .“‏ ؟لك =` و منها :لك = - "۳ 


ص = عندما: س = ۱١‏ 


› بالتعویض فی (۱) ینتج : ل = - 


u ۳‏ 
(۲۱) ٭٭ د( سس )= ل س +ل س + م س + رہ » )١۰١(‏ تحقق معادلة المنحنى 


(“0) w+ +d+ ad =° « 


٠١٠١ ( >‏ ) تحقق معادلة المنحنى ا=\a4Jd+J0‘f+<C+wA‏ )؟( 
یا5 لوس چول ن وة > المماس عند ( ۲ › ١‏ ) ميله = - ۳ 


(") C+Ûd0f+dJ\؟‎ = 


( سے لے یل « (۱۰۴) نقطة إنقلاب له 

د( )=۰ ل+ 0= *ل+لJ=. ()٤(‏ 
بطرح (؟) من (۱) ينتج : - ٤‏ = ۷ل +۳ل+) () 

بطرح (۳) من )٩(‏ ينتج : ٥ =١‏ لك + ل )1( 

بطرح (1) من )٤(‏ ينتج : ك = - ١‏ بالتعویض فی )٤(‏ ينتج : ل = ٦‏ 
› بالتعویض فی (۳) ینتج : م = - ٠١‏ بالتعویض فی (۱) ینتج : رہ = ٠١‏ 


(۲۲) د( س) = ل س + ل س + م س + رہ » ( ١٠١‏ ) تحقق معادلة المنحنى 

)( =< 

٠١ -( >‏ ؟) تحقق معادلة المنحنى .. ؟=-ل + ل- +٣‏ رہ 

و بالتعويض من (۱) ينتج : > = لى - ل + ٣‏ )( 

اا ك و ل نچ >" المماس عند ( - ١‏ › ؟ ) ميله = ٠‏ 

(0) fCr+dft-JY = 

۰( س)= ٣ل‏ س + ۲ل ٤‏ 
“+ ۲ل = .ا ل+ل = ()٤(‏ 

بطرح (۳) من (۲) ینتج : - =٩‏ ۲ل -ل )١(‏ 


٠١ -(‏ ؟ ) نقطة إنقلاب له 
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بجمع )٤(‏ › (°) ينتج : لى = ؟ 
> بالتعویض فی (۳) ینتج : م = ٦‏ 


بالتعویض فی )٤(‏ ينتج : ل = ٦‏ 


(۲۳) د( س) = ٣‏ ہس ٦‏ سس د ٣‏ س ( سس ۲) 
e e ee‏ 

فترات التزايد و التناقص و نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية : 
د ( س ) = ۰ عندما: س = ۰۰ س = ؟ 

۰ د( س) <۰ فی ] ۲۰۰[ 

د( س) تناقصية فی ] ٠٠۰‏ [ 

[۰> ]+ [0٩ ] فی‎ ۰ >) (۰ 

> د( س) تزایدية فی ] [0۰٩‏ ›] - )۰[ 
٠ ٠١ ( sS Nae‏ ) نقطة قيمة عظمى محلية 
)٠ ٠٠ ( > =)‏ نقطة قيمة صغرى محلية 
فترات التحدب إلى أعلى و فتراك التب على أسفل ى نفط الإنقلاب : 


منحنى د ( س ) محدب إلى أعلى فى ] - ه٠[‏ 
> و محدب إلى أسفل فى [ Jo‏ 
١ ١( >‏ ؟ ) نقطة إنقلاب 
قط التقاطع مع المحورين : 
۳ ؟ 
د( س ) = ( س +ا١۱)-۳(‏ س - )١‏ 
؟ 
=( س + ١)(س-؟)‏ 
٭ د( س ) = ٠‏ عندما: س = - ا١۱‏ »س = ؟ 
)> عندما: س = ` فان : د ( س) = -۱ 
نقط أخرى : (۳ ۰ )٠١ ١۱ -(› ) ٤‏ 
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(۴4) د( )=۲ سس + ٦‏ سس ۹ سس 

د( س) د-۲ س + ۱۲ س - ۲-۹ ( س ۱) (س۔٣)‏ 
e‏ 

فترات التزايد و التناقص و نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية : 
د یاک کا ہن ےا :چ 

د( س)> ۰ فی ]۳۰۱[ 

د( س) تزايدية فی ] [۳"١‏ 

د( س)< ۰ فی ]0+۳[ ›] د)۱[ 

د( س) تزایدية فی ] ۳[ ] -ص›ا[ 

-١١( . >=) (3‏ ؟ ) نقطة قيمة صغرى محلية 
٠۳ ( TT‏ ؟ ) نقطة قيمة عظمى محلية 
فترات التحدب إلى أعلى و فترات التحدب على أسفل و نقط الإنقلاب : _ 
»> د ( س )=۰ عندما: س =؟ 


/ 1 / 
> د ( س )> ۰ عغندما: س <؟ »د (س)< ۰ 


منحنی د ( س ) محدب إلى أسفل فى ] - ٠»‏ [ 


و محدب إلى أعلى فى [ Jo‘‏ 
٠١ ۰٠ (>‏ ) نقطة إنقلاب 


نقط التقاطع مع المحورين : )<°( ۰ (۰۰؟) 
نقط أخرى : -٤(‏ ؟) 


٩ 


(٠؟)‏ "* التكاليف « مربع السرعة " ع . التكاليف = لك ع 
oل=J fo)‏ ۳ لك = ج 2 التكالیف = 


٤ 
1۰۰۹ + تكاليف الساعة الواحدة جع‎ .“ 


٤ 
e ا‎ 
EE ra تكاليف الكيلو متر الواحد‎ 
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la. .‏ ۱ 
ت کو ت 8 


ع 
عندما = 
/l‏ 
ت (*°) > ^۰ 
تكلفة الكيلو متر الواحد تكون أقل ما يمكن عندما تكون سرعة القاطرة ٠١‏ كم / س 
(٦؟)‏ نفرض أن بعدى المستطيل هما س .» ص ›» قوى إحتمال قطعة الخشب = ر 
INS UI EEO‏ 
. ` ره مس ص ر = لی س صٴ' 
ص کے کے یں ()( 
و = ۰٠۹۹‏ لے س - لى س 
/ ؟ 
ل = ٢٠٠٠ل‏ - ٣ك‏ س 


° 


/ . 
کل 
ی تکون أکبر ما یمکن عندما س - 


> من )١(‏ ينتج : بعدى المستطيل هما : ل 


؟ ؟ ٤ ٤‏ ؟ 
ص = ۱۰١‏ س )1( ای ان : ص = ( ٠٠۰١‏ س ) 


المجموع ( ۴ ) = س + ص = س + ( ٠٠١‏ س ) ' 


چ(۱۰۰- س ) ٠‏ × (- ۲ س)=۱۔- 
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/ / 4 
۰م > ۰ عغدماس < 9ا .» ٠<٤‏ عغدماس > ٥ا‏ ؟ 
٣‏ تکون أكبر ما يمكن عندما: س = ٥ا‏ ۲ › من )١(‏ ينتج : 
بعدى النقطة هما ٥با‏ ° > ١ا‏ ؟ سم 


(۸؟) نفرض أن طول قاعدة المثلث = > سس سم » طول ساقه = ع 
۰ محیطه = ۱۸ سم ۲ س + ۲ع = ۱۸ ۹ س 
٭ € = ۹- س سم 


؟ ؟ ؟ ؟ ؟ 
> ص =( ۹- س ) - س = ۱۸-۸۱ س + س - س E‏ 


= ۱۸-۸۱ س ص = ( ۱۸-۸۱ س ) = -۹(٣‏ ۲ س) ' )١(‏ 


مساحة المثلث ( ٣‏ ) = × ۲ س ص۳ س (۹-؟س)' 


1 


(t-)x 


۰ م ۳ (۹- ۲ س) + ٣‏ سس × × (۹- ۲ س) 
۹ 
و ا ای ا کے 
۲-۹ س ۲٢-۹‏ س 
عندما: ٩۹‏ - ۳ س أی عندما: س = ۳ 
e:‏ < عندما س < ۳ › و عندما س > ۳ 
. م تکون أکبر ما یمکن عندما: س = ۳ › من (۱) ینتج : ص = ٣ا‏ ۳ 
۴ 
Fli=rlrxFxfx} = ¢‏ سم 


(۹؟) نفرض أن بعدى المستطيل هما س متر › ص متر 


TAAA 2‏ 
مساحة المستطیل = س ص = ۸۸۸؟ ..ص= س )١(‏ 


> طول السور = ( م ) = ۲ سس + ٤‏ ص 


۱ 
= ۲ س + ؟ × ۲۸۸۸ × چ 
١‏ 


سر 
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/ 8 ؟ 
> منها: م = ۰ عندما: ؟ س ٤=‏ × ۸۸۸)؟ 
/ 

ی :س = ۷٦‏ ۰ > ۰ عندما س > ۷٦‏ 
/ 

۷١ < عندماس‎ ٠< ٣ >» 

م تكون أقل ما يمكن عندما: س = ۷٦‏ 

و من (۱) ينتج :ص = ۳۸ 

ی أن بعدى المستطیل هما ۷١‏ متر » ۳۸ متر 


ا 


)۳١(‏ نفرض أن طول قطر نصف الدائرة = ۲ س متر 

> البعد الآخر للمستطيل = ص متر 

٭ ۸+ ٢‏ ط= ٢‏ س + ٢۲ص‏ + ط س 

ر منھا: ۲ ص = ۸ + ۲ ط۔- > س طس 
= ؟(٤‏ + ط)-(؟+ط) س )١(‏ 

› مساحة النافذة = ( م ) = ۲ سس ص + + طس س × ٣‏ ص + + 
+٤ ( ۲ =‏ ط) س( ۲+ ط) س + + طس" 

N 

منها: م = ۰ عندما: س = ؟ 

ee‏ < عندما س < ؟ › ا عندما س > ؟ 

٣ .*‏ تكون أكبر ما يمكن عندما: س = ؟ 

. ؟ س = ٤‏ أى أن : طول قطر الدائرة = ؛ متر 

> من (۱) ینتج : ص = ۲ متر 

)۳١(‏ الشكل المقابل : يمثل المنحنى و المثلث 

حیث : ص = ۴ لہ س )۱( 


> مساحة النافذة = ( ٣‏ ) = ؟ × 1 س ص = س ص 


٩ 
؟‎ ۱ 
س‎ ٣ = ) ج سس‎ 


= س ( ۳ 
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٠ _ ۳ عندماء‎ 


/l 

> <۰ عغندما: س = ۲ا۳ 

م تكون أكبر ما يمكن عندما: س = ۲ا۳ 
م = س ص = ؟ ا۳٣ )×x‏ = ۳ 


(۳۲) نفرض أن : طول ضلع المربع = س سم ٠‏ طول ضلع المثلث = ص سم 


ل ٤=‏ س +٣+‏ ص ومنها: ‡ ص = ( ل -؛ س) )۱( 
FV ۰‏ 
مجموع مساحتى المرب - 


Ka" 


؟ ؟ ؟ 
س + چچ( ل - ۸ل س + ٦۱س‏ ) 


Il /‏ 
یں کی ( ۸ل + اس > مد و 


۳V 1‏ 
E‏ عندما: ۲ س + چچ (- ۸ل + ٣۲‏ س ) 


Jd rL 0‏ ھ )» 0 /l‏ 
ومنھا: سس = ور و حيث ان عندها ) > ۰ 


ومن (۱) : ص گے ۰ س :ص ۲:۳ 


النسبة بین طولی الجزئین = ؛ سس :۳ ص = ٤‏ ا۳ : ٩‏ 


()( ص = را س‎ ۰ (T) 


۴ ؟ ۴ ؟‎ Ew 
۱١+ ف =( س -ا١) + ص = س ۔- ۲س + ۱+ س = س - س‎ 


5 


/ س 
EVE‏ .ف = اا 


. 
۲ راس - س ١+‏ 
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موجه ریاصیات 
المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوی 


)۳١(‏ نفرض أن أبعاد المستطیل : ب هھ = س »و هھ = ص 


| حمد التمنتوری 
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من هندسة الشکل المقابل : ۸ ٣‏ ھو ہہ ۲۸ى ءع 
٠‏ ف تکون أکبر ما یمکن عندما: س = و حيث : ب = ٣ل‏ » بحد٤ل‏ » حءدل 
I‏ ص » 
0 2 : = = ۱ 
٤‏ و منها: ص = ٦‏ ل - ۲ س (۱) 
ا ا > مساحة المستطیل = ( م ) = س ص = س ( ٦ل‏ ۲ س )= ٦ل‏ س س 
= (۱- س) - ۲ س (۱- س) کک لھ ے٤‏ سن ¢ ت 
/ / 
= عندما س = الك و عندما:) <“ 
لى تكون عندها مساحة المستطيل أكبر ما يمكن 
. مساحة المستطيل ( ٣‏ ) = لى 


۲ 
عندما | (۱-س) ؟ س ( ۱ - س ) ای عندما س 
۰<٣ >‏ عندماسس < ل (مقدار سالب) 
س = ج من (۱) : ص = ٣‏ لك 
> مساحة قطعة الأرض ( ل ) = + (لك + ٣ل‏ )× ؛ل=١لك‏ 
۳) المساحة الكلية الخارجية = 
oy : ۱)۳۰(‏ :لل :ل ۹ أیأن: ۴= غ ل 
=+ ( المساحة الكلية للإسطوانة + مساحة الكرة) 
و (۳۷) اربج = ( ےم ) = س ( ۱۰۰ ۲١ے‏ س) ‏ ( ٤٢١‏ سس + )٠١۰۰۰‏ 
([ ٤ط‏ شہ +٤‏ ؟ط فش ]+ ؛ط ف )=ط شع + ٣ط‏ ف 
= سں  ١١‏ س ٥۰۹۰۹‏ 
بش ( 
e‏ := و ج ہہ ()() yT‏ 
بالتعويض من (۱) ا دما ۰ے 4ر ن 
بالإشتقاق بالنسبة إلى شہ ٠‏ س = ٠٥۰۰‏ یکون عندھا مر آکبر ما یمکن 
آنه لوا انين الخ ۲ ٠١‏ ركا لتق ار رج 


' ط — ٥ط س‎ ٠۰ 


/ 
fe‏ < عندما س > + 


م تكون أقل ما يمكن عندما : 


/l 
٠< و عندما :مس‎ 


ها٤‎ = 


ا س 


۰ طط اش ع + ٣ط‏ ضس 


حجم الجسم ( ع ) =ط ضع + 
ع = ...۲ط شض - ٣ط‏ شض ٤+‏ طش" 
E‏ 


= 

۰ عندما: ...> ط _ ٥ط‏ شد . 
/ . 

= و عندها: ع < ۰ کہ‎ (e 

> بالتعویض فی (۱) ینتج : ع = ٠٠‏ سم 


تجعل ع قيمة عظمى 
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تمارین ( ۷ ) 


8 ؟ : 
= س ٣ں‏ -- ٥‏ س +ث 


٤ 


(۱) |[ (۴س'-؟ س -ه٥)‏ ء س 


ا 2س e‏ 


ی ف و 


| ( ۳ س +۰۹-؟)(۳ س )٥+‏ ءِ س 


ا 

۶ 

|( س + ۳()٩‏ +° س ) 
± ×× (۳+٥س)‏ £ 


0 


۳ 
+ = 7 


م e‏ 
٤+‏ س - ٤س‏ )ءس 


ء س - 5 ][(۳ ٥+‏ س ) ءس 
٣‏ 
٤١‏ ا+ث ..ث= 


ٍ 
د × ج × ج (۳+٥س)‏ + ٿث 
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المميز فى التفاضل و التكامل ( ۳ ) ثانوى 
(۷) [ [ قا ( ± س )٥+‏ + حتا() س +١)]ء‏ س 


= ؟ طا( + س + ٥‏ ) + + حا( ؟ س + )۱١‏ +ث 


() ] (۳- ؟ قا س ) ء س = ۳ ؟ طاس + ث 

() ۳ ۲حاس حتا س ء۶ س = ۳ حا س ء س = ا حتا؟ س +ث 
؟ 

حتا س دا۱- حا س =( ۱ حاس )( +١‏ حاس ) 


۰ ( ۱+ حاس ) ء س = س + حتاس + ث 


(۱۱) ] [ + (۱+حتا؟ س )+( قا س -۱) ]ء س 


= س + ل حا؟ س + طاس ‏ س +ث 


2 
(؟) ‏ س کی بن( 


راا چن ی د ا وا و 


e e ا‎ 


1۰ ۹ 
لہ( س )١+‏ - چ ( س )١+‏ +ث 
۱ ۱ ۱ 
د(۰ )- د( ١‏ )=( ج - ۾ +ث)-( ۰+ ث)=- بچ 
؟ ۳ ؟ 
)۱١(‏ د ( س )= ( ۳ س ٤+‏ س ٤)ء‏ س = س + ٢۲س‏ ٤س‏ +ث 


۰ د( س )=۸ عند ہس = = ؟ 
۱ .۸= - ۸+ ۸+ ۸+ث ا س )کس چ سے 


۲ ۳ 
)۱٤(‏ ص =[ ( ٣۳-٤‏ س ) ء س ٤=‏ س ۔ س + ث 
۳ 
۳ ص = ٤‏ س س "۳" 


>= [-٠(؛+س-‏ س -۳)]ء س 
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۷ 
۱٦-۱۷( |=‏ س ٤+‏ س ) ءس 
ا ٤‏ ۹ 
= ۱۷ س - ۸ س + س + تم 
۲ = ۷- ۸+ +ثم 
٤‏ ؟ 
. ع = س ۸س + ۱۷ س + ؟ 
])٠°(‏ ۲ ص ء ص =[ ٦ -٥(‏ س) ء س 
0 ص ٥ہ‏ ہن ٣‏ ہن + ت ۳-٤‏ +ث 
۴ ۲ 
ص = ٥‏ س٣س‏ +؟ 
٤‏ 
)۱١(‏ "' د( ی +ه)-د(ی )ل هھی-؟هھ 


و 


ت 2-8 ے چ ران یھ دلق ی 


ھ >۰ ف کے 
)دت اساد س 
د( س ) ء س = إل س ء۶ س 
> د( )= ›د(؟)= ‘ا 

٠١‏ دال +ث » =١‏ دل + ث 


> بحل المعادلتين معاً ينتج : لى = ١‏ »> ث =- ؟ 


(0۷ “ صٴ= ہن ی ٢‏ کین ) ( سن 


عندماء س = ۳ 


/ 
ص = ٠‏ > س = ۱ » ص 
ص (۳) = > > ٠. ٠‏ نقطة القيمة الصغرى المحلية هى (۳»- ۸) 
/l‏ ة ۳ NET‏ 4 
> ص (۱)=-؟> ۰ .. علد س = ١‏ توجد قيمة عظمى محلية 
> المنحنى يمر بالنقطة (۸-۳) 


؟ ۳ ؟ 
> ص = ]| ( س ٤‏ س +۳)ء س = اس ۲ س ٣+‏ س + 


ة ۱ ؟ 
٠‏ د ( س ) = جل س + ت 


موجه ریاصیات 
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۰ ۸= ۱۸-۹- ۹+ ث 


٤+ ص‎ 


(۱۸) ۰ ميل العمودی = پس 
( ص + ٤‏ ) ء ص = (۳- س) ء س 


۳ 
E‏ 
١‏ ؟ ١‏ ؟ * 
T°‏ ص + ٤‏ ص = ٣‏ س > س + ت 
المنحنى يمر بالنقطة ( )٠ ٠0‏ 
/ 
(۱۹) .۰ ص ١‏ حتا )س 


ث = 


ص = ] (۱- حتا ٣‏ س ) ء س 

> المنحنى يمر بالنقطة )٠٠(‏ .' 

ص = س ۔ ل حا س 
EE‏ 
٠>‏ ميل المستقيم الموازى للمماس = > 


ث= -14 


جن 


۲ 8 
٦ =‏ س ؟ = و = ٣س‏ - ۲ س +ث 


0 عند ( ۱۰۳ ) = ؟ 


ء ص 


¢ 
٦ N=‏ +ث و = ۳ ہسں ج س ۱۹ 


۳ ؟ 8 
٠.‏ ص = سس - س ۔- ۱۹س + تم 
6 المنحنى يمر بالنقطة ( ٠١۳‏ ) 
۳ ۴ 
٠‏ ص = ہس س ۔ ۱۹ س+ ٤١‏ 
: 
)۱1؟( ) » س 


٤ س٢‎ 


6 المنحنى يمر بالنقطة ( ١-١‏ ) 
eT‏ ° 


ث 
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(۲۴) ۰۰م = ۶د = ٣‏ سا لے س 


<( ۱ > ؟ ) نقطة إنقلاب 


»× ١-لك ٠=‏ ومنها:ل = 
ص =[ ( ۳ س ٦‏ س) ء۶ س 


› ١ ( المنحنى يمر بالنقطة‎ e 
؟‎ ۳ 
۹+ ص = س ۳ س‎ . 
(۳؟) ( ۰ > ؟ ) نقطة إنقلاب‎ 
= J-٠ × ك‎ 


/l 
ص = لى س‎ 2 


؟( 


٠١ ١١ -(‏ ) نقطة قيمة 


= e. Sn 


- چك 


= جلك ) ء س‎ E 


“ المتحة مر باطقطتین (۲۰۰) 


E 
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چ 


ر ۹ل = 
> ( = ۰؟)( + )= 


ر = ۰١‏ ث 


Os‏ =]( + س + س + ۱)ء س 


١ ۱‏ ؟ 3 
ا عن چ سے سن و ا س سے 
١‏ ؟ ؟ ١‏ ۳ 
۰( س - ص )+ ج ×( س - ص )+ ج ×(س - ص )= 
۲ ؟ ۴ ۴ 
یں ص ے سس - ص _ ۽ س گے = مقار ثابت 
\xCxF \ x ۱‏ 
ج ؟ ۳ ۳ 
سں - ص ي = مقدار ثابت 


